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Àáñòðàêò
Â òîçè ðåôåðàò ðàçãëåæäàìå L ïîëèìèíà. Òîâà ñà ïîëèìèíà âúâ ôîð-

ìàòà íà áóêâàòà L è ñ äåáåëèíà îò åäíî êâàäðàò÷å. Àêî n è m ñà áðîÿò
êâàäðàò÷åòà ïî äúëæèíàòà è øèðèíàòà íà ïîëèìèíîòî, ùå êàçâàìå, ÷å
òî å ñ ðàçìåðè n×m. Èíòåðåñóâàìå ñå îò òîâà êîè L ïîëèìèíà ìîãàò äà
ïîêðèÿò ïîëóðàâíèíàòà áåç çàñòúïâàíå è áåç îñòàâÿíå íà ïðàçíè ìåñòà.
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1 Óâîä

Ìîòèâàöèÿ çà òîçè ðåôåðàò ñà ðåçóëòàòèòå íè îò ïðåäèøíèÿ ðåôåðàò [1],
ïðåäñòàâåí íà ÓÊ'21. Òàì äîêàçàõìå, ÷å êâàäðàíò îò ðàâíèíàòà íå ìîæå
äà ñå ïîêðèå ñ L ïîëèìèíà ñ ðàçìåðè n ×m, êîãàòî n,m ≥ 3. Îò äðóãà
ñòðàíà, äîêàçàõìå, ÷å ðàâíèíàòà ìîæå äà ñå ïîêðèå ñ âñè÷êè âèäîâå L
ïîëèìèíà. Îñòàíà äà ðàçãëåäàìå êàêâî ñå ñëó÷âà ïî ñðåäàòà, à èìåííî
ïðè ïîëóðàâíèíàòà. Â òîçè ðåôåðàò ïðàâèì òî÷íî òîâà.

2 Îñíîâíè ðåçóëòàòè

Öåíòðàëíèÿò ðåçóëòàò íà ïðåäñòàâåíàòà ðàçðàáîòêà å äîêàçàòåëñòâîòî
íà ñëåäíàòà òåîðåìà:

Òåîðåìà 1. Åäèíñòâåíèòå L ïîëèìèíà, ñ êîèòî ìîæå äà ñå ïîêðèå

ïîëóðàâíèíà, ñà òåçè ñ ðàçìåðè 2× n, 3× n è 4× 5.

Äîêàòåëñòâîòî ñå ñúñòîè îò äâå ÷àñòè � ïðîâåðêà çà íåîáõîäèìîñò è
äîñòàòú÷íîñò íà óñëîâèÿòà. Ïúðâàòà ÷àñò å ïî-ëåñíà è äèðåêòíà, äîêàòî
íàé-òðóäíèÿò ìîìåíò â äîêàçàòåëñòâîòî íà âòîðàòà ÷àñò å îòõâúðëÿíåòî
íà ñëó÷àÿ 4× 6.

2.1 Äîñòàòú÷íî óñëîâèå

Â òàçè ñåêöèÿ ùå ïîêàæåì êàê ìîæå äà ñå ïîêðèå ïîëóðàâíèíàòà ñ èç-
áðîåíèòå ïî-ãîðå ïîëèìèíà.
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Íà ïúðâàòà êàðòèíêà âèæäàìå êàê ñ ïîëèìèíà ñ ðàçìåðè 2× n ìîæå
äà ñå ïîêðèå ïðàâîúãúëíèê, îòêúäåòî ñòàâà ÿñíî, ÷å ìîæå äà ñå ïîêðèå
è ïîëóðàâíèíà. Íà ñëåäâàùèòå äâå êàðòèíêè ðàçãëåæäàìå ïîëèìèíà ñ
ðàçìåðè 3 × n è 4 × 5. Âèæäàìå, ÷å ïðè ïîñòàâÿíåòî íà ìíîãî êîïèÿ
íà ïîëó÷åíèòå ôîðìè åäíî âúðõó äðóãî, ìîæåì äà çàïúëíèì áåçêðàéíà
ëåíòà îòðÿçúê îò ðàâíèíàòà. Â åäèíèÿ ñëó÷àé ëåíòàòà å ñ øèðèíà n+ 2,
à â äðóãèÿ � ñ øèðèíà 6. Íåçàâèñèìî îò øèðèíàòà íà ëåíòàòà å ÿñíî, ÷å
ïðè ïîñòàâÿíå íà ìíîãî òàêèâà ëåíòè åäíà äî äðóãà, ìîæå äà ñå ïîêðèå
ïîëóðàâíèíàòà.

2.2 Íåîáõîäèìî óñëîâèå

Ñåãà íè ïðåäñòîè ïî-ñëîæíàòà ÷àñò, à èìåííî äà äîêàæåì, ÷å íèêîè äðó-
ãè L ïîëèìèíà íå ïîêðèâàò ïîëóðàâíèíàòà. Äà äîïóñíåì ïðîòèâíîòî,
òîåñò ñúùåñòâóâà íÿêîé äðóã âèä ïîëèìèíà, ñ êîéòî ìîæå äà ñå ïîêðèå
ïîëóðàâíèíàòà. Ùå çàïî÷íåì ñ äîêàçâàíåòî íà åäíà ëåñíà ëåìà.

Ëåìà 2. L ïîëèìèíàòà ñ ðàçìåðè n×n, ïðè n ≥ 4, íå ìîãàò äà ïîêðèÿò
ïîëóðàâíèíàòà.

Äîêàçàòåëñòâî. Ðàçãëåæäàìå êàê ìîæå äà ñå ïîêðèÿò êâàäðàò÷åòàòà ïî
êðàÿ íà ïîëóðàâíèíàòà. Ñ ÷åðâåíî ñìå îòáåëÿçàëè êâàäðàò÷åòà, êîèòî íå
ìîãàò äà áúäàò ïîêðèòè. Ïúðâî ïðîâåðÿâàìå äàëè å âúçìîæíî äà ñúùåñ-
òâóâà ïîëèìèíî, ïîêðèâàùî ñàìî åäíà êëåòêà îò ðúáà íà ïîëóðàâíèíàòà.

Îò òîâà, ÷å å íåâúçìîæíî, ñëåäâà, ÷å ïîëèìèíàòà, ïîêðèâàùè êðàéíè
êëåòêè, ñà ðàçïîëîæåíè ïëúòíî êúì êðàÿ íà ïîëóðàâíèíàòà. Îñòàâà äà
ðàçãëåäàìå îùå äâà ñëó÷àÿ çà ðàçëè÷íèòå ïîëîæåíèÿ íà ïîëèìèíàòà.
Ñúñ ñèâà ÷åðòè÷êà îòáåëÿçâàìå ïîëèìèíî, çà êîåòî çíàeì, ÷å ïîêðèâà
îïðåäåëåíè êâàäðàò÷åòà, íî íå çíàåì òî÷íî êúäå ñå íàìèðà.
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È â äâàòà ñëó÷àÿ ñòèãíàõìå äî ïðîòèâîðå÷èå ïî ïîäîáåí íà÷èí, ñ êîåòî
äîêàçàõìå òâúðäåíèåòî.

Âå÷å çíàåì, ÷å n 6= m è íåêà n > m. Îò ïðåäè çíàåì, ÷å m ≥ 4, à ñëåä
äîêàçâàíåòî íà ãîðíàòà ëåìà ìîæå äà çàêëþ÷èì, ÷å n ≥ 6.

Ïðåäè äà ïðåìèíåì êúì îñíîâíàòà ÷àñò, äà ðàçãëåäàìå íÿêîè ñïå-
öèôè÷íè ñëó÷àè, ïðè êîèòî áúðçî ñå ñòèãà äî ïðîòèâîðå÷èå. Ùîì åäíà
êëåòêà å îöâåòåíà, çíà÷è ðàçãëåæäàìå êàê òÿ ìîæå äà áúäå ïîêðèòà.
Àêî äàäåíà êëåòêà å îöâåòåíà, íî íå å ïîêðèòà, îçíà÷àâà, ÷å òÿ íå ìî-
æå äà áúäå ïîêðèòà. Ðåäà íà öâåòîâåòå ïðè ïðîâåðÿâàíå íà êëåòêèòå å
ñëåäíèÿò:

Ñåãà äà ïðåìèíåì êúì ñïåöèôè÷íèòå ñëó÷àè. Ïúðâàòà ñèòóàöèÿ å ìíîãî
ïðîñòà è ñå îêàçâà, ÷å êëåòêàòà â ÷åðíî íÿìà êàê äà áúäå ïîêðèòà.

Â ñëåäâàùèòå êàðòèíêè ïðîâåðÿâàìå äàëè ìîæå äà ñúùåñòâóâà ïî-
ëèìèíî, ïîêðèâàùî ñàìî åäíà îò êëåòêèòå ïî ðúáà (êëåòêèòå â ïúðâàòà
êîëîíà).

Ëåìà 3. Ïðè m ≥ 4 íå ñúùåñòâóâà ïîëèìèíî, ïîêðèâàùî ñàìî åäíà îò
êëåòêèòå ïî ðúáà.
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Äîêàçàòåëñòâî. Â ïúðâàòà êàðòèíêà ïðîâåðÿâàìå ñëó÷àÿ, êîãàòî ïîëè-
ìèíîòî äîêîñâà ðúáà ñ êúñàòà ñè ñòðàíà, äîêàòî âúâ âòîðàòà è òðåòàòà,
êîãàòî ãî äîêîñâà ñ äúëãàòà.

Ñåãà çíàåéêè, ÷å ïîëèìèíàòà ñà ðàçïîëîæåíè ïëúòíî êúì ðúáà, ùå
çàïî÷íåì äà îòõâúðëÿìå âúçìîæíèòå ñëó÷àè.

Ëåìà 4. Ïðè n ≥ 6 è m ≥ 4 ñëåäíèòå äâå ñèòóàöèè ñà íåâúçìîæíè.

Äîêàçàòåëñòâî. Ïðè ïúðâàòà ñèòóàöèÿ ëåñíî ñå äîñòèãà äî ïðîòèâîðå-
÷èå:
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Âòîðàòà å äîñòà ïî-òåõíè÷íà, íî è òàì ñå ñòèãà äî ïðîòèâîðå÷èå:

Ëåìà 5. Ïðè n ≥ 6 è m ≥ 4 íå å âúçìîæíî íÿêîå ïîëèìèíî äà å ïðèëå-
ïåíî êúì ðúáà ñ êúñàòà ñè ñòðàíà.

Äîêàçàòåëñòâî. Ðàçãëåæäàìå ðàçëè÷íèòå âàðèàíòè çà ïîêðèâàíå íà ÷åð-
âåíîòî êâàäðàò÷å. Ïúðâèÿò ñëó÷àé å ðàçãëåäàí íà ñëåäíàòà êàðòèíêà.
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Íà êàðòèíêèòå ïî-äîëó ðàçãëåæäàìå âòîðèÿ ñëó÷àé çà ïîêðèòèåòî íà
÷åðâåíàòà êëåòêà. Íà ãîðíèòå òðè êàðòèíêè ðàçãëåæäàìå ñëó÷àÿ, êîãàòî
êëåòêèòå âúâ âòîðàòà êîëîíà (ãîâîðèì ñàìî çà êëåòêèòå çàêëþ÷åíè îò
ïîëèìèíàòà, êîèòî ñà äîïèðàò äî ðúáà), ñà ïîêðèòè îò äúëãàòà ñòðàíà
íà íÿêîå ïîëèìèíî, äîêàòî â äîëíèòå äâå � êîãàòî ñà ïîêðèòè îò êúñàòà
ñòðàíà íà íÿêîå ïîëèìèíî.

Â ñëåäâàùèÿ âàðèàíò çà ïîêðèòèå íà ÷åðâåíîòî êâàäðàò÷å îòíîâî
ðàçäåëÿìå ñëó÷àèòå íà äâå â çàâèñèìîñò îò òîâà êàê ñà ïîêðèòè êâàä-
ðàò÷åòàòà âúâ âòîðàòà êîëîíà (äàëè ñà ïîêðèòè îò åäíà äúëãà ñòðàíà èëè
îò íÿêîëêî êúñè ñòðàíè). Ñúùîòî ïðàâèì è çà êâàäðàò÷åòàòà â òðåòàòà
êîëîíà.

Íà ïîñëåäíàòà êàðòèíêà íà ïúðâèÿ ðåä, àêî îðàíæåâèòå êâàäðàò÷åòà
ñà ïîâå÷å îò 3, äèðåêòíî ñòèãàìå äî ïðîòèâîðå÷èå. Àêî ñà 3, òîåñò m = 4,
èçïîëçâàìå íåðàâåíñòâîòî ïîëó÷åíî ìåæäó âòîðàòà è òðåòàòà êîëîíà è
ïîëó÷àâàìå: 2m ≥ n+ 2⇒ n ≤ 6. Íî íèå çíàåì, ÷å n ≥ 6, òîåñò n = 6. Â
êàðòèíêèòå íà âòîðèÿ ðåä ïðîâåðÿâàìå ñïåöèàëíî ñëó÷àÿ m = 4 è n = 6.
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Ñ îòõâúðëÿíåòî íà âñè÷êè âàðèàíòè çà ïîêðèòèåòî íà ÷åðâåíàòà êëåò-
êà äîêàçàõìå, ÷å ïîëèìèíàòà, ïîêðèâàùè ðúáà (êëåòêèòå â ïúðâàòà êî-
ëîíà), ãî ïîêðèâàò ñ äúëãàòà ñè ñòðàíà.

Ëåìà 6. Íå å âúçìîæíî äà èìà äâå ñúñåäíè ïîëèìèíà, ïîêðèâàùè êëåò-
êè îò ðúáà ñ äúëãàòà ñè ñòðàíà è èìàùè åäíàêâà îðèåíòàöèÿ

Äîêàçàòåëñòâî.

Ñëåä êàòî îòõâúðëèõìå è òîçè ñëó÷àé, ïîëó÷àâàìå, ÷å ïîëèìèíàòà,
ïîêðèâàùè ðúáà, ñà ðàçïîëîæåíè ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:
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Ùå äîêàæåì íÿêîëêî âàæíè òâúðäåíèÿ çà ãîðíàòà ñèòóàöèÿ.

Ëåìà 7. Íå å âúçìîæíî íÿêîå ïîëèìèíî (îñâåí âå÷å ïîñòàâåíèòå) äà
ïîêðèâà ñàìî åäíî îò êâàäðàò÷åòàòà âúâ âòîðàòà êîëîíà (âòîðèÿ ðåä íà
êàðòèíêàòà ïî-ãîðå).

Äîêàçàòåëñòâî.

Óñòàíîâèõìå, ÷å âñè÷êè ïîëèìèíà, ïîêðèâàùè âòîðàòà êîëîíà, ÿ ïîêðè-
âàò ñ êúñàòà èëè ñ äúëãàòà ñòðàíà. Îòòóê ïîëó÷àâàìå óðàâíåíèåòî am+
bn = 2n− 2. Âèæäà ñå, ÷å a ≥ 1 è b ≤ 1. Íåêà ðàçãëåäàìå êàê å ðàçïîëî-
æåíî íÿêîå ïîëèìèíî, êîåòî ïîêðèâà êëåòêè îò âòîðàòà êîëîíà ñ êúñàòà
ñè ñòðàíà è ñå äîïèðà äî êúñàòà ñòðàíà íà íÿêîå îò âå÷å ðàçïîëîæåíèòå
ïîëèìèíà.
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Êàêòî ñå âèæäà, òîâà ïîëèìèíî íå ìîæå äà å ðàçïîëîæåíî ïî òîçè íà-
÷èí, òîåñò òðÿáâà äà å çàâúðòÿíî íà äðóãàòà ñòðàíà. Ñåãà ùå ðàçãëåäàìå
êàê ìîæå äà ñà ïîêðèòè äðóãèòå êëåòêè âúâ âòîðàòà êîëîíà.

Ñëåä ïðîâåðÿâàíåòî íà ãîðíèòå ñëó÷àè çàêëþ÷âàìå, ÷å ÷åðâåíîòî
êâàäðàò÷å ìîæå äà áúäå ïîêðèòî ñàìî ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

Àíàëèçèðàìå ãîðíàòà êàðòèíêà. Âúçìîæíî ëè å ñèíÿòà çîíà äà ñú-
ùåñòâóâà, òîåñò äàëè èìà îùå ïîëèìèíà, ïîêðèâàùè êëåòêè îò âòîðàòà
êîëîíà. ßñíî å, ÷å àêî èìà òàêèâà ïîëèìèíà, òî òå ùå ñà ïðèëåïåíè ñ
êúñàòà ñè ñòðàíà. Ñëåäîâàòåëíî ùå èìà ïîíå îùå åäíî ïîëèìèíî, ïîêðè-
âàùî ñèíèòå êëåòêè ñ êúñàòà ñè ñòðàíà è äîïèðàùî ñå äî êúñàòà ñòðàíà
íà íÿêîå îò ïîëèìèíàòà, ïîêðèâàùè êëåòêè îò ïúðâàòà êîëîíà. Íî òîâà
å íåâúçìîæíî, çàùîòî â òàêúâ ñëó÷àé ùå èìàìå ïîíå åäíî ïîëèìèíî,
ïîêðèâàùî ñèíèòå êëåòêè ñ äúëãàòà ñè ñòðàíà. Òîåñò â ñèíÿòà çîíà íÿìà
êëåòêè, îòêúäåòî ïîëó÷àâàìå 2n− 2 = n+m⇒ n = m+ 2.

Ñåãà ùå àíàëèçèðàìå êàê ñà ïîêðèòè êâàäðàò÷åòàòà â òðåòàòà êîëîíà.
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Ëåìà 8. Íå å âúçìîæíî íÿêîå ïîëèìèíî (îñâåí âå÷å ïîñòàâåíèòå) äà
ïîêðèâà ñàìî åäíî îò êâàäðàò÷åòàòà îò òðåòàòà êîëîíà.

Äîêàçàòåëñòâî.

Óñòàíîâèõìå, ÷å âñè÷êè ïîëèìèíà, ïîêðèâàùè òðåòàòà êîëîíà, ÿ ïîêðè-
âàò ñ êúñàòà èëè ñ äúëãàòà ñòðàíà. Îòòóê ïîëó÷àâàìå óðàâíåíèåòî am+
bn = n +m − 2 ⇒ am + b(m + 2) = 2m ⇒ a = 2 è b = 0. Îòòóê ñëåäâà,
÷å äâåòå ïîëèìèíà, ïîêðèâàùè òðåòàòà êîëîíà ñ êúñàòà ñè ñòðàíà, ñà
ðàçïîëîæåíè òàêà:

Ñåãà íè îñòàâà äà îòõâúðëèì ñàìî îùå íÿêîëêî ñëó÷àÿ, çà äà ñå óáå-
äèì â èñêàíîòî.
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Àêî ÷åðâåíèòå êâàäðàò÷åòà íà âòîðàòà êàðòèíêà ñà ïîâå÷å îò 3, ñòèãàìå
äî ïðîòèâîðå÷èå. Îñòàâà ñàìî äà ïðîâåðèì ñëó÷àÿ, êîãàòî ñà 3, òîåñò
m = 4 è n = 6.

Ñòèãíàõìå äî ïðîòèâîðå÷èå âúâ âñè÷êè ñëó÷àè, ñ êîåòî è äîêàçàõìå
òâúðäåíèåòî.

3 Çàêëþ÷åíèå è áúäåùî ðàçâèòèå

Â òîçè ðåôåðåò óñïÿõìå äà îòãîâîðèì íàïúëíî íà åäèí ñëîæåí âúïðîñ, à
èìåííî âúïðîñúò çà ïîêðèòèå íà ïîëóðàâíèíàòà. Çàïúëâàéêè ïðàçíèíàòà
ìåæäó ðàâíèíàòà è êâàäðàíòà, çàâúðøèõìå êëàñèôèêàöèÿòà íà L ïîëè-
ìèíàòà â òàçè íàñîêà. Â áúäåùå ìîæå äà ðàçãëåäàìå è äðóãè ïîëèìèíà,
êàòî íàïðèìåð òåçè âúâ ôîðìàòà íà Z, Y è P , çàùîòî òå ïðèòåæàâàò
ìíîãî ãîëÿì ïîòåíöèàë çà èçñëåäâàíå. Åñòåñòâåíî îñòàâà è âàðèàíòúò äà
ïðîäúëæèì èçñëåäâàíèÿòà ñè âúðõó L ïîëèìèíàòà, çàùîòî òåìàòà èìà
ìíîãî âúçìîæíîñòè çà ðàçâèòèå.
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4 Áëàãîäàðíîñòè

Èñêàì äà áëàãîäàðÿ íà íàó÷íèÿ ñè ðúêîâîäèòåë è ó÷èòåë ïî ìàòåìàòèêà,
Äèìèòúð Äèìèòðîâ, çà ïîìîùòà ïðè èçãîòâÿíåòî íà ïðîåêòà è ìîðàëíà-
òà ïîäêðåïà. Ñúùî òàêà ñúì áëàãîäàðåí íà äîö. Ñòàíèñëàâ Õàðèçàíîâ çà
ïîëåçíèòå ñúâåòè. Ïîñëåäíî, íî íå è ïî-âàæíîñò, áëàãîäàðÿ íà Ó÷ÈÌÈ
çà âúçìîæíîñòòà äà ó÷àñòâàì.
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