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Àáñòðàêò
Â òàçè ñòàòèÿ ðàçãëåæäàìå ïîëèìèíà âúâ ôîðìàòà íà L. Èíòåðåñó-

âàìå ñå îò òîâà êîãà ïðàâîúãúëíà äúñêà ìîæå äà áúäå ïîêðèòà ñ òàêèâà
ïîëèìèíà. Ñúùî òàêà õàðàêòåðèçèðàìå ôóíäàìåíòàëíèòå ïðàâîúãúëíè-
öè çà äàäåíî ïîëèìèíî è íàìèðàìå íåîáõîäèìî è äîñòàòú÷íî óñëîâèå çà
òîâà ïðàâîúãúëíèê äà ìîæå äà áúäå ïîêðèò.

Abstract
In this paper we look at L-shaped polyominoes. We are interested in

�nding a condition for a rectangle to can be fully covered with such polyominoes
without overlapping them. We also describe the prime rectangles for some
of the polyominoes and we �nd a necessary and su�cient condition for a
rectangle to be coverable.
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1 Óâîä

Ìîòèâàöèÿ çà òîçè ïðîåêò å ôàêòúò, ÷å ñëåä äîìèíîòî, úãëîâîòî òðèìè-
íî å ìîæå áè íàé-èçñëåäâàíàòà ôèãóðà. Îñíîâíèÿò ìàòåìàòè÷åñêè ìåòîä,
èçïîëçâàí â äîêàçàòåëñòâàòà, ñâúðçàíè ñ úãëîâîòî òðèìèíî, å áëî÷íîòî
îöâåòÿâàíå â ÷åòèðè öâÿòà. Òúé êàòî òî ïðåäñòàâëÿâà êâàäðàò áåç åäíà
êëåòêà, à êâàäðàòúò å èíâàðèàíòåí ïî îòíîøåíèå íà ðîòàöèÿ è îãëåäàëíî
îòðàæåíèå, òàçè òåõíèêà äàâà ìíîãî äîáðè ðåçóëòàòè. Â òîçè ðåôåðàò ñå
ïèòàìå, äàëè ñâîéñòâàòà ìó ñå äúëæàò íà íåãîâàòà áëèçîñò äî êâàäðàò
èëè ïî-ñêîðî íà íàëè÷èåòî íà úãúë è çàòîâà ðàçãëåæäàìå L ïîëèìèíîòî.
L ïîëèìèíîòî ïðåäñòàâëÿâà èçäúëæåíî úãëîâî òðèìèíî. Â òàçè ñòàòèÿ
ðàçãëåæäàìå äâà òèïà L ïîëèìèíà - êúñî L ïîëèìèíî è äúëãî L ïîëè-
ìèíî. Ïúðâî ðàçãëåæäàìå ñâîéñòâàòà íà êúñîòî: òúðñèì íåîáõîäèìî è
äîñòàòú÷íî óñëîâèå çà òîâà ïðàâîúãúëíèê äà ìîæå äà áúäå ïîêðèò è õà-
ðàêòåðèçèðàìå ôóíäàìåíòàëíèòå ìó ïðàâîúãúëíèöè. Ñëåä òîâà ïðåìè-
íàâàìå êúì äúëãîòî - ïðè íåãî îñíîâíèÿò âúïðîñ å äàëè âúîáùå ñúùåñ-
òâóâà ïðàâîúãúëíèê, êîéòî ìîæå äà áúäå ïîêðèò. Èçñëåäâàìå ïîäðîáíî
òîçè âúïðîñ è â êðàéíà ñìåòêà íàìèðàìå îòãîâîðà.

2 Êúñè L ïîëèìèíà

Â òàçè ñåêöèÿ ùå ðàçãëåæäàìå L ïîëèìèíà ñ äúëæèíà p − 1 è øèðèíà
2, òîåñò ñúñòîÿùè ñå îò p êâàäðàò÷åòà (p ïðîñòî; p > 3). Òúðñèì ïðàâîú-
ãúëíèöèòå, êîèòî ìîãàò äà áúäàò ïîêðèòè ñ òàêèâà ïîëèìèíà. Îñâåí òîâà
èñêàìå äà íàìåðèì ôóíäàìåíòàëíèòå ïðàâîúãúëíèöè íà òåçè ïîëèìèíà.

ßñíî å, ÷å àêî çà äúñêà n ×m ñúùåñòâóâà ïîêðèòèå, òî p|nm. Òîåñò
ïîíå åäíîòî îò n è m ñå äåëè íà p, íåêà òîâà å m. Øèðèíàòà íà ïîëèìè-
íîòî å 2, îòêúäåòî ñëåäâà, ÷å n,m ≥ 2. Îñâåí òîâà p|m, òîåñò m ≥ p. Îò
òóê ñëåäâà, ÷å íàé-ìàëêèÿò ïðàâîúãúëíèê, êîéòî áè ìîãúë äà ñå ïîêðèå
ñ L ïîëèìèíà å 2 × p. ßñíî å, ÷å òîé ìîæå äà áúäå ïîêðèò, òîåñò òîé å
ôóíäàìåíòàëåí. Îòòóê ñëåäâà, ÷å ïðàâîúãúëíèöèòå 2a × pb ñúùî ìîãàò
äà áúäàò ïîêðèòè.
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×ðåç ïðàâîúãúëíèöè 2 × p íå ìîãàò äà ñå ïîêðèÿò ïðàâîúãúëíèöè ñ
íå÷åòíè äúëæèíè, çàùîòî òå ñúäúðæàò íå÷åòåí áðîé êâàäðàò÷åòà, òîåñò
èìà äâà âàðèàíòà: òå äà íå ìîãàò äà ñå ïîêðèÿò èçîáùî èëè äà ñúùåñò-
âóâàò äðóãè ôóíäàìåíòàëíè ïðàâîúãúëíèöè.

Ëåìà 1. Àêî äúñêà n×m ìîæå äà áúäå ïîêðèòà èm å íå÷åòíî, òîm ≥ p.

Äîêàçàòåëñòâî. Äà äîïóñíåì ïðîòèâíîòî, òîåñò çà íÿêîå íå÷åòíî m ≤
p− 2 ñúùåñòâóâà ïîêðèòèå. ßñíî å, ÷å íå ìîæåì äà ðàçïîëîæèì õîðèçî-
òàëíî ïîëèìèíî, çàùîòî òî èìà äúëæèíà p− 1. Òîåñò âñè÷êè ïîëèìèíà
ñà âåðòèêàëíè. Äà ðàçãëåäàìå êàê å çàïúëíåí ïúðâèÿò ðåä. Âñÿêî ïîëè-
ìèíî ïîêðèâà 0, 1 èëè 2 êâàäðàò÷åòà. Îò òîâà, ÷å m å íå÷åòíî, ñëåäâà, ÷å
ñúùåñòâóâà ïîíå åäíî ïîëèìèíî, êîåòî ïîêðèâà 1 êâàäðàò÷å. Íåêà òî å
íàñî÷åíî íàäÿñíî. Ñåãà ðàçãëåæäàìå êàê å ïîêðèòî êâàäðàò÷åòî âäÿñíî
íà âå÷å ïîêðèòîòî êâàäðàò÷å. Èìà ñàìî åäèí íà÷èí, ïî êîéòî ìîæå äà
ñå ñëó÷è òîâà, íî òîãàâà ñå îáðàçóâà çàòâîðåí ïðàâîúãúëíèê (p− 3)× 1,
êîéòî íå ìîæå äà áúäå ïîêðèò, ñ êîåòî ñòèãàìå äî ïðîòèâîðå÷èå.

Ëåìà 2. Àêî äúñêà n×m ìîæå äà áúäå ïîêðèòà è n è m ñà íå÷åòíè, òî
n,m ≥ p+ 2.

Äîêàçàòåëñòâî. Îò Ëåìà 1 çíàåì, ÷å n,m ≥ p, òîåñò îñòàâà äà ðàçãëå-
äàìå ñëó÷àÿ, êîãàòî åäíîòî îò òÿõ å òî÷íî p, íåêà m = p. Äîïóñêàìå, ÷å
ñúùåñòâóâà ïðàâîúãúëíèê n× p, êîéòî ìîæå äà áúäå ïîêðèò è âçèìàìå
íàé-ìàëêèÿ òàêúâ (ñ íàé-ìàëêî n). Îòíîâî ðàçãëåæäàìå êàê ñà çàïúë-
íåíè êâàäðàò÷åòàòà íà ïúðâèÿ ðåä. Âñÿêî ïîëèìèíî çàïúëâà 0, 1, 2 èëè
p − 1 êâàäðàò÷åòà. Ïîíåæå 0, 2 è p − 1 ñà ÷åòíè, ñúùåñòâóâà ïîíå åäíî
ïîëèìèíî ïîêðèâàùî ñàìî 1 êâàäðàò÷å. Íåêà òîâà ïîëèìèíî å íàñî÷åíî
íàäÿñíî.

Àêî òîâà ïîëèìèíî å õîðèçîíòàëíî, òî òî ìîæå äà ïîêðèâà ñàìî ïúð-
âàòà èëè âòîðàòà êëåòêà íà ïúðâèÿ ðåä. ßñíî å, ÷å àêî ïîêðèâà âòîðàòà
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ñòèãàìå äî ïðîòèâîðå÷èå, çàùîòî ñå îáðàçóâà ïðàâîúãúëíèê 1× (p− 2),
êîéòî íå ìîæå äà áúäå ïîêðèò. Àêî ïîêðèâà ïúðâàòà êëåòêà èìà ñàìî
åäèí íà÷èí äà ñå ïîêðèå âòîðàòà, íî â òàêúâ ñëó÷àé äâåòå ïîëèìèíà,
êîèòî ïîñòàâèõìå, îáðàçóâàò ïðàâîúãúëíèê 2 × p, îòêúäåòî ñëåäâà, ÷å
îñòàíàëèÿò ïðàâîúãúëíèê (n− 2)× p ìîæå äà áúäå ïîêðèò, êîåòî å ïðî-
òèâîðå÷èå ñ ìèíèìàëíîñòòà íà n.

Òîåñò òîâà ïîëèìèíî å âåðòèêàëíî. Àêî òî íå ïîêðèâà ïúðâàòà êëåòêà
íà ïúðâèÿ ðåä, òî ñëåä êëåòêàòà, êîÿòî ïîêðèâà, èìà íàé-ìíîãî p − 2
äðóãè. Òîåñò ïîëèìèíàòà, ïîêðèâàùè òåçè êâàäðàò÷åòà, ñà âåðòèêàëíè.
Ñåãà ðàçãëåæäàìå êàê å ïîêðèòî êâàäðàò÷åòî âäÿñíî íà âå÷å ïîêðèòîòî
êâàäðàò÷å íà ïúðâèÿ ðåä. Èìà ñàìî åäèí íà÷èí, ïî êîéòî ìîæå äà ñå
ïîêðèå, íî òîãàâà ñå îáðàçóâà çàòâîðåí ïðàâîúãúëíèê (p− 3)× 1, êîéòî
íå ìîæå äà áúäå ïîêðèò, ñ êîåòî ñòèãàìå äî ïðîòèâîðå÷èå.

Îòòóê çàêëþ÷âàìå, ÷å èìà ñàìî åäíî ïîëèìèíî ïîêðèâàùî åäíî êâàä-
ðàò÷å íà ïúðâèÿ ðåä, è òî ïîêðèâà ïúðâîòî. Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àâàìå, ÷å
âòîðîòî êâàäðàò÷å íå ìîæå äà áúäå ïîêðèòî îò ïîëèìèíî, ïîêðèâàùî
2 êâàäðàò÷åòà, çàùîòî ñå îáðàçóâà çàòâîðåí ïðàâîúãúëíèê (p − 3) × 1,
òîåñò å ïîêðèòî îò ïîëèìèíî ïîêðèâàùî p− 1 êâàäðàò÷åòà.

Àêî êðàÿ íà òîâà ïîëèìèíî å âäÿñíî, òî èìà äâà íà÷èíà, ïî êîèòî
ìîæåì äà ïîêðèåì âòîðîòî êâàäðàò÷å íà âòîðèÿ ðåä. È â äâàòà ñëó÷àÿ
ñå îáðàçóâàò çàòâîðåíè ïðàâîúãúëíèöè, (p− 3)× 1 è (p− 4)× 1, êîèòî íå
ìîãàò äà áúäàò ïîêðèòè.
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Òîåñò êðàÿò íà òîâà ïîëèìèíî å âëÿâî. Èìà ïåò íà÷èíà, ïî êîèòî
ìîæåì äà ïîêðèåì âòîðîòî êâàäðàò÷å íà òðåòèÿ ðåä. È â ïåòòå ñëó÷àÿ
ñå îáðàçóâàò çàòâîðåíè ïðàâîúãúëíèöè ñ äúëæèíè: (p−2)×1, (p−2)×1,
(p− 2)× 2, (p− 3)× 2 è (p− 5)× 1. ßñíî å, ÷å íèòî åäèí îò òÿõ íå ìîæå
äà áúäå ïîêðèò, ñ êîåòî ñòèãàìå äî ïðîòèâîðå÷èå.

Âàæíî å äà ñå îòáåëåæè, ÷å êîãàòî p = 5 íå ñòèãàìå äî ïðîòèâîðå÷èå,
çàùîòî ïðàâîúãúëíèê (p−5)×1 íå ñúùåñòâóâà. Â òîçè ñëó÷àé ðàçãëåæäà-
ìå êàê å ïîêðèòî òðåòîòî êâàäðàò÷å íà âòîðèÿ ðåä, ñëåä êîåòî ñå îêàçâà,
÷å ïåòîòî êâàäðàò÷å íà âòîðèÿ ðåä íÿìà êàê äà áúäå ïîêðèòî.

Ëåìà 3. Ïðàâîúãúëíèêúò (p+ 2)× 3p å ôóíäàìåíòàëåí.

Äîêàçàòåëñòâî. Äà äîïóñíåì, ÷å ñúùåñòâóâà ïðàâîúãúëíèê n × m ñ
íå÷åòíè äúëæåíè, êîéòî ìîæå äà áúäå ïîêðèò. Îò Ëåìà 2 çíàåì, ÷å
m,n ≥ p+ 2. Îñâåí òîâà çíàåì, ÷å p|n, òîåñò n ≥ 3p. Òîåñò íàé-ìàëêèÿò
ïðàâîúãúëíèê ñ íå÷åòíè äúëæèíè, êîéòî áè ìîãúë äà áúäå ïîêðèò å
(p+2)×3p. ßñíî å, ÷å àêî òîé ìîæå äà áúäå ïîêðèò, òî òîé ñúñ ñèãóðíîñò
ùå å ôóíäàìåíòàëåí. Ñåãà ùå ïîêàæåì ïîêðèòèå íà òàêúâ ïðàâîúãúëíèê:
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Ïðàâîúãúëíèöèòå, îáîçíà÷åíè ñ Q, ñà ñ ðàçìåðè p× 2 è çà òÿõ å ÿñíî,
÷å ìîãàò äà ñå ïîêðèÿò. Ïðàâîúãúëíèêúò, îáîçíà÷åí ñ R, å ñ ðàçìåðè p×
(p+1). Òîé ìîæå äà ñå ïîêðèå ñ ïðàâîúãúëíèöè p×2, çàùîòî p+1 å ÷åòíî.
Ôèãóðàòà îáîçíà÷åíà ñ S ïðåäñòàâëÿâà ïðàâîúãúëíèê (p− 3)× p, ÷èÿòî
ïîñëåäíà êîëîíà å èçìåñòåíà ñ åäíî íàãîðå. Ïîêðèòèå íà òàçè ôèãóðà å
ïðåäñòàâåíî âäÿñíî íà ãîëåìèÿ ïðàâîúãúëíèê.

Òåîðåìà 4. Åäèíñòâåíèòå ôóíäàìåíòàëíè ïðàâîúãúëíèöè íà L ïîëè-
ìèíîòî ñà 2× p è (p+ 2)× 3p.

Äîêàçàòåëñòâî. Âå÷å äîêàçàõìå, ÷å 2 × p è (p + 2) × 3p ñà ôóíäàìåí-
òàëíè. Ñåãà îñòàâà äà ïîêàæåì, ÷å âñè÷êè ïðàâîúãúëíèöè, êîèòî ìîãàò
äà áúäàò ïîêðèòè, ìîãàò äà ñå ïîêðèÿò è èçïîëçâàéêè òåçè äâà ïðàâî-
úãúëíèêà. Çíàåéêè, ÷å p|møå ðàçãëåäàìå 4 ñëó÷àÿ çà ÷åòíîñòòà íà n èm.

Àêî n è m ñà ÷åòíè. Íåêà n = 2a è m = 2bp. Î÷åâèäíî òàêúâ ïðà-
âîúãúëíèê ìîæå äà ñå ïîêðèå ñ ïðàâîúãúëíèöè 2×p, çàùîòî 2|2a è p|2bp.

Àêî n å ÷åòíî, à m å íå÷åòíî. Íåêà n = 2a è m = (2b+ 1)p. Î÷åâèäíî
òàêúâ ïðàâîúãúëíèê ìîæå äà ñå ïîêðèå ñ ïðàâîúãúëíèöè 2 × p, çàùîòî
2|2a è p|(2b+ 1)p.

Àêî n å íå÷åòíî, à m å ÷åòíî. Íåêà n = 2a+ 1 è m = 2bp. Îò Ëåìà 1
çíàåì, ÷å n ≥ p, òîåñò n = p+ 2c. ßñíî å, ÷å ïðàâîúãúëíèê p× 2bp ìîæå
äà ñå ïîêðèå ñ ïðàâîúãúëíèöè 2 × p, çàùîòî 2|2bp è p|p. Ïðàâîúãúëíèê
2c × 2bp ñúùî ìîæå äà ñå ïîêðèå ñ ïðàâîúãúëíèöè 2 × p, çàùîòî 2|2c
è p|2bp. Ñëåïâàéêè ïðàâîúãúëíèöèòå p × 2bp è 2c × 2bp ïîëó÷àâàìå, ÷å
ïðàâîúãúëíèê ñ ðàçìåðè (p+ 2c)× 2bp ñúùî ìîæå äà ñå ïîêðèå, êîåòî è
èñêàõìå äà äîêàæåì.

Àêî n è m ñà íå÷åòíè. Íåêà n = 2a + 1 è m = (2b + 1)p. Îò Ëåìà 2
çíàåì, ÷å n,m ≥ p + 2, òîåñò n = 2c + p + 2 è m = (2d + 3)p. Çíàåì, ÷å
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ïðàâîúãúëíèê (p+2)×3p ìîæå äà ñå ïîêðèå. Îò ïðåäèøíèÿ ñëó÷àé çíàåì,
÷å è ïðàâîúãúëíèê (p+2)×2dp ñúùî ìîæå äà ñå ïîêðèå. Ñëåïâàéêè òåçè
äâà ïðàâîúãúëíèêà ïîëó÷àâàìå, ÷å ïðàâîúãúëíèê (p+2)×(2d+3)p ìîæå
äà ñå ïîêðèå. Îò âòîðèÿ ñëó÷àé çíàåì, ÷å ïðàâîúãúëíèê 2c × (2d + 3)p
ìîæå äà ñå ïîêðèå, è êîìáèíèðàéêè ãî ñ (p+ 2)× (2d+ 3)p, ïîëó÷àâàìå,
÷å ïðàâîúãúëíèêúò (2c + p + 2) × (2d + 3)p ìîæå äà ñå ïîêðèå, êîåòî è
èñêàõìå äà äîêàæåì.

Ñëåäñòâèå 5. Íåîáõîäèìî è äîñòàòú÷íî óñëîâèå ïðàâîúãúëíèê äà ìîæå
äà áúäå ïîêðèò ñ êúñè L ïîëèìèíà. Íåêà a, b ∈ N è íåêà p|n. Òîãàâà
ïðàâîúãúëíèöèòå, êîèòî ìîãàò äà áúäàò ïîêðèòè ñà:

ap× 2b
2ap× (p+ 2b− 2)
(2a+ 1)× (p+ 2b)

Ñëåäñòâèå 6. Äúñêà n×m ìîæå âèíàãè äà ñå ïîêðèå ñ êúñè L ïîëèìèíà,
êîãàòî p|nm è min(n,m) ≥ p+ 1.

Çàáåëåæêà 7. Âàæíî å äà ñå îòáåëåæè, ÷å êîãàòî p íå å ïðîñòî, ãîð-
íèòå ðåçóëòàòè íå âàæàò. Ãîëÿìà ÷àñò îò òâúðäåíèÿòà ñå áàçèðàò
íà ôàêòà, ÷å àêî p|nm, òî p äåëè ïîíå åäíîòî îò n è m, êîåòî íå å
âÿðíî, êîãàòî p å ñúñòàâíî. Íàïðèìåð ïðè p = 6 ôóíäàìåíòàëíèòå
ïðàâîúãúëíèöè ñà: 6× 2, 12× 7, 15× 8, 14× 9, 16× 9, 15× 10, 18× 11 è
34× 9. Êàêòî ñå âèæäà, òå ñà ìíîãî ïîâå÷å îò äâà è äîðè ïðàâîúãúëíè-
êúò 18 × 8 - 3p × (p + 2) - íå å ôóíäàìåíòàëåí. Âñúùíîñò, êîãàòî p å
÷åòíî, ïðàâîúãúëíèêúò 3p× (p+2) íèêîãà íå å ôóíäàìåíòàëåí, çàùîòî
òîé ìîæå äà ñå ïîêðèå ñ ïðàâîúãúëíèöè p × 2, ïîíåæå p|3p è 2|p + 2.
Ïðè p = 9 ïðàâîúãúëíèêúò 27× 11 å ôóíäàìåíòàëåí, òúé ÷å ïðîáëåìúò
ìîæå áè å ñàìî ïðè ÷åòíèòå, íî òîâà å òåìà çà áúäåùà ðàáîòà.

Çàáåëåæêà 8. Ïî òîçè íà÷èí äîêàçàõìå è îáîáùèõìå òâúðäåíèÿ, ïðè-
ñúùè çà úãëîâîòî òðèìèíî (ôóíäàìåíòàëíèòå ïðàâîúãúëíèöè 3 × 2 è
9 × 5, êîèòî ñúîòâåòñòâàò íà p × 2 è 3p × (p + 2)), èçïîëçâàéêè ðàç-
ëè÷íà ìàòåìàòè÷åñêà òåõíèêà íà àíàëèç. Îòòóê ñëåäâà, ÷å îñíîâíè-
òå ñâîéñòâà íà úãëîâîòî òðèìèíî ñå äúëæàò íà íàëè÷èåòî íà úãúë,
äîêàòî ïðèëèêèòå ìó ñ ôèãóðàòà êâàäðàò åäèíñòâåíî óëåñíÿâàò äîêà-
çàòåëñòâàòà.
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3 Äúëãè L ïîëèìèíà

Â òàçè ñåêöèÿ ùå ðàçãëåæäàìå L äúëãè ïîëèìèíà, òîåñò ïîëèìèíà ñ ðàç-
ìåðè n × m, çà êîèòî n ≥ m ≥ 3. Ïúðâî ùå ðàçãëåäàìå íÿêîè îñíîâíè
ðàçïîëîæåíèÿ, çà äà ìîæå ñëåä òîâà äà ìèíàâàìå ïî-áúðçî ïðåç ñëó÷àèòå.

Ïðè òîâà ðàçïîëîæåíèå ñòèãàìå äî ïðîòèâîðå÷èå, çàùîòî åäèíñòâå-
íîòî ïîëèìèíî, êîåòî ìîæå äà çàïúëíè êâàäðàò÷åòî ñ òî÷êà, âîäè äî
çàòâîðåí ïðàâîúãúëíèê (m− 2)× (n− 1).

Èìà ñàìî äâà íà÷èíà äà ñå ïîêðèå êâàäðàò÷åòî ñ òî÷êà, íî è ïðè
äâàòà ñå ïîëó÷àâàò çàòâîðåíè ïðàâîúãúëíèöè ñ ðàçìåðè (m−1)× (n−2)
è (m−1)× (n−3). Î÷åâèäíî n íå ìîæå äà å 3 âúâ âòîðèÿ ñëó÷àé, çàùîòî
òîâà áè äîâåëî äî m = 3, êîåòî îçíà÷àâà îùå íà÷àëíàòà êîíñòðóêöèÿ äà
å çàòâîðåí ïðàâîúãúëíèê.

Ñëåäâàùèòå äâà ñëó÷àÿ ñà èäåíòè÷íè. È ïðè äâàòà èìà òî÷íî åäèí
íà÷èí äà ñå ïîêðèÿò êâàäðàò÷åòàòà ñ òî÷êà è àêî m å ïî-ãîëÿìî îò 3,
ñòèãàìå äî ïðîòèâîðå÷èå, çàùîòî íÿìà êàê äà ñå ïîêðèÿò êâàäðàò÷åòàòà,
ðàçïîëåæåíè ìåæäó òåçè ñ òî÷êà.
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Â òîçè ñëó÷àé èìàìå, ÷å m ≥ 4, íî ëåñíî ñå çàáàëÿçâà, ÷å àêî m > 4
ñòèãàìå äî ïðîòèâîðå÷èå.

Çíàåéêè êàêâî ñå ñëó÷âà ïðè òåçè êîíôèãóðàöèè, ñìå ãîòîâè äà ïðå-
ìèíåì êúì îñíîâíàòà çàäà÷à.

Òåîðåìà 9. Íå ñúùåñòâóâà ïðàâîúãúëíèê, êîéòî ìîæå äà áúäå ïîêðèò
ñ L äúëãè ïîëèìèíà.

Äîêàçàòåëñòâî. Äà çàïî÷íåì ñ äîêàçâàíåòî íà ãîðíîòî òâúðäåíèå â åäèí
÷àñòåí ñëó÷àé.

Ëåìà 10. Íå ñúùåñòâóâà ïðàâîúãúëíèê, êîéòî ìîæå äà áúäå ïîêðèò ñ
L äúëãè ïîëèìèíà ñ ðàçìåðè n× n.
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Äîêàçàòåëñòâî. Ùîì äàäåíî êâàäðàò÷å å îöâåòåíî, çíà÷è ðàçãëåæäàìå
êàê ìîæå äà áúäå ïîêðèòî. Àêî íÿêîå êâàäðàò÷å å îöâåòåòî â ÷åðíî, òî
íå ìîæå äà ñå ïîêðèå. Ïîñëåäîâàòåëíîñòòà ïî öâåòîâå, ïî êîÿòî ðàçãëåæ-
äàìå êâàäðàò÷åòàòà å òàçè:

Äîïúëíèòåëíî ðàçãëåæäàìå ñëó÷àÿ çà n = 3, çàùîòî êàêòî ñå âèæäà
òàì ïðîòèâîðå÷èåòî èäâà íà äðóãî ìÿñòî.

Âå÷å çíàåéêè, ÷å n 6= m, ìîæåì äà êàæåì, ÷å n ≥ m+ 1 ≥ 4. Ñåãà ùå
ïðîâåðèì îùå äâà ÷àñòíè ñëó÷àÿ - 4× 3 è 5× 3.

Ëåìà 11. Íå ñúùåñòâóâà ïðàâîúãúëíèê, êîéòî ìîæå äà áúäå ïîêðèò ñ
L ïîëèìèíà ñ ðàçìåðè 4× 3.

Äîêàçàòåëñòâî. Â ïúðâàòà êàðòèíêà íà âòîðèÿ ðåä ñå ñòèãà äî èäåíòè÷-
íà ñèòóàöèÿ, êàêòî â ïðåäèøíèòå òðè êàðòèíêè è çàòîâà íå å ïîäðîáíî
îïèñàíà.
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Ëåìà 12. Íå ñúùåñòâóâà ïðàâîúãúëíèê, êîéòî ìîæå äà áúäå ïîêðèò ñ
L ïîëèìèíà ñ ðàçìåðè 5× 3.

Äîêàçàòåëñòâî. Â ïúðâèòå äâå êàðòèíêè ðàçãëåæäàìå äàëè å âúçìîæíî
ïîëèìèíî äà ïîêðèâà ñàìî åäíà êëåòêà îò ðúáà. Ñëåä êàòî ñòèãàìå äî
ïðîòèâîðå÷èå, ïðîäúëæàâàìå íàòàòúê âå÷å çíàéêè, ÷å ðúáà å ïîêðèò îò
½ïðèëåïåíè� ïîëèìèíà.
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Ïðåäè äà ïðåìèíåì êúì ñëó÷àÿ n×m, ùå ðàçãëåäàìå îùå åäèí ÷àñòåí
ñëó÷àé, à èìåííî n× 3.

Ëåìà 13. Íå ñúùåñòâóâà ïðàâîúãúëíèê, êîéòî ìîæå äà áúäå ïîêðèò ñ
L ïîëèìèíà ñ ðàçìåðè n× 3, êúäåòî n ≥ 6.

Äîêàçàòåëñòâî. Â ïúðâàòà êàðòèíêà ðàçãëåæäàìå äàëè å âúçìîæíî ïî-
ëèìèíî äà ïîêðèâà ñàìî åäíà êëåòêà îò ðúáà. Ñëåä êàòî ñòèãàìå äî
ïðîòèâîðå÷èå, ïðîäúëæàâàìå íàòàòúê âå÷å çíàéêè, ÷å ðúáà å ïîêðèò îò
½ïðèëåïåíè� ïîëèìèíà.
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Ñåãà âå÷å ìîæåì äà ïðåìèíåì êúì ñëó÷àÿ n × m âå÷å çíàåéêè, ÷å
n > m ≥ 4. Êàêòî â ïðåäèøíèòå ñëó÷àè, ïúðâî ðàçãëåæäàìå äàëè ìîæå
äàäåíî ïîëèìèíî äà ïîêðèâà ñàìî åäíà êëåòêà îò ðúáà. Â ïúðâàòà è
âòîðàòà êàðòèíêà ïðîâåðÿâàìå ñëó÷àèòå n = m+ 1 è n = m+ 2, çàùîòî
òàì êîíôèãóðàöèÿòà å ìàëêî ïî-ðàçëè÷íà, äîêàòî â òðåòàòà ðàçãëåæäàìå
îáùèÿ ñëó÷àé.

Ñåãà âå÷å çíàåéêè, ÷å íÿìà ïîëèìèíà, êîèòî ïîêðèâàò ñàìî åäíà êëåò-
êà îò ðúáà, ðàçãëåæäàìå êàê å ïîêðèò úãúëúò íà ïðàâîúãúëíèêà.

Îñòàâà äà ðàçãëåäàìå ñàìî ñëó÷àÿ íà ïúðâàòà êàðòèíêà ïî-äîëó. Òîâà
å íàé-ñëîæíèÿò è íàé-òåõíè÷íèÿò ñëó÷àé. Èíòåðåñóâàìå ñå îò òîâà êàê
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ìîæå äà ñà çàïúëíåíè çåëåíèòå êâàäðàò÷åòà. Äà äîïóñíåì, ÷å ñúùåñòâó-
âà ïîëèìèíî, ïîêðèâàùî n îò òÿõ. ßñíî å, ÷å àêî èìà òàêîâà, òî òî ùå å
åäèíñòâåíî è âñè÷êè äðóãè ïîëèìèíà, ïîêðèâàùè çåëåíèòå êâàäðàò÷åòà,
ùå ïîêðèâàò ñàìî ïî åäíî îò òÿõ. Ïúðâî äà ðàçãëåäàìå ñëó÷àÿ, êîãàòî
ïîëèìèíîòî å ðàçïîëîæåíî êàêòî å ïîêàçàíî âúâ âòîðàòà êàðòèíêà. Íåêà
z1 è z2 ñà áðîÿò íà çåëåíèòå êâàäðàò÷åòà, ðàçïîëîæåíè íàä è ïîä ïîëè-
ìèíîòî. ßñíî å, ÷å z1 ≤ 1, à îò òðåòàòà êàðòèíêà ñòàâà ÿñíî, ÷å z2 ≤ 1.
Îò äðóãà ñòðàíà çíàåì, ÷å 2+z1+z2+n = n+m⇒ m = z1+z2+2 ≤ 4⇒
m = 4, z1 = z2 = 1. Àêî ïîëèìèíîòî å ðàçïîæåíî êàêòî íà ÷åòâúðòàòà
êàðòèíêà, ïàê äåôèíèðàìå z1 è z2 ïî ñúùèÿ íà÷èí. Çíàåì, ÷å z1 = 0, à
z2 ≤ 2 è ïî ñúùèÿ íà÷èí ðàçáèðàìå, ÷å òîâà å âúçìîæíî ñàìî â ñëó÷àÿ
íà ðàâåíñòâî, êîãàòî z1 = 0, z2 = 2, m = 4.

Ñëåä êàòî çíàåì ñïåöèôèêèòå íà òîçè ñëó÷àé ñìå ãîòîâè äà ïðåìèíåì
êúì ïðîâåðÿâàíåòî ìó.

Êàêòî ñå âèæäà ñòèãàìå äî ïðîòèâîðå÷èå è â äâàòà ñëó÷àÿ, òîåñò íå
ñúùåñòâóâà ïîëèìèíî, ïîêðèâàùî n îò çåëåíèòå êâàäðàò÷åòà. Â ñëåäâà-
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ùèòå êàðòèíêè ïîêàçâàìå ïðîâåðÿâàíåòî íà îñòàíàëèòå ñëó÷àè.

Â ïðåäïîñëåäíàòà êàðòèíêà ðàçãëåæäàìå ñëó÷àÿ, êîãàòî èìàìå 1 .

Íÿìà êàê äà èìàìå 0 , çàùîòî â òàêúâ ñëó÷àé ïîëó÷àâàìå óðàâíåíè-
ÿòà: 2m = n+3 è n = m+1, îòêúäåòî ñëåäâà, ÷å n = 5 è m = 4. Íî òîâà
å íåâúçìîæíî ïîðàäè íåðàâåíñòâîòî n +m ≥ 2m + 2 (òåçè óðàâíåíèÿ è
íåðàâåíñòâà èäâàò îò ðàçïîëîæåíèåòî íà ïîëèìèíàòà â êàðòèíêàòà).

Ðàçãëåæäàìå ïîñëåäíàòà êàðòèíêà. Íÿìà êàê äà èìà 0 , çàùîòî â
òîçè ñëó÷àé ïîëó÷àâàìå óðâíåíèÿòà 2m = n + 2 è n = m + 1, îòêúäåòî
ñëåäâà, ÷å n = 4 è m = 3, íî òîâà å íåâúçìîæíî, çàùîòî n,m ≥ 4.

Çàáåëåæêà 14. Îò òîâà ÷å äîêàçàõìå, ÷å å íåâúçìîæíî äà ñå ïîêðèå
ïðàâîúãúëíèê ñ äúëãè L ïîëèìèíà, ñëåäâà, ÷å ñâîéñòâàòà íà úãëîâîòî
òðèìèíî ñà ñâúðçàíè íå ñàìî ñ íàëè÷èåòî íà úãúë, íî è ñ íàëè÷èåòî íà
½êúñà� ñòðàíà.
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Çàáåëåæêà 15. Âñå ïàê íåâúçìîæíîñòòà äà ñå ïîêðèå êðàåí ïðàâîú-
ãúëíèê ñ äúëãè L ïîëèìèíà íå îçíà÷àâà, ÷å ñ òÿõ íå ìîæå äà ñå ïîêðèå
íèùî. Îêàçâà ñå, ÷å ñ òÿõ å âúçìîæíî äà ñå ïîêðèå öÿëàòà ðàâíèíà, êî-
åòî âñúùíîñò å îáîáùåí ïðàâîúãúëíèê ñ áåçêðàéíè êîîðäèíàòè íà âúð-
õîâåòå.

4 Çàêëþ÷åíèå

Óñïÿõìå äà íàìåðèì íåîáõîäèìî è äîñòàòú÷íî óñëîâèå çà òîâà ïðàâî-
úãúëíèê äà ìîæå äà áúäå ïîêðèò ñ êúñè L ïîëèìèíà, ñúäúðæàùè p
êâàäðàò÷åòà (p-ïðîñòî). Îòêðèõìå è ôóíäàìåíòàëíèòå ïðàâîúãúëíèöè
çà òåçè ïîëèìèíà. Ïðè äúëãèòå L ïîëèìèíà ñå îêàçà, ÷å íå ìîæå äà ñå
ïîêðèå ïðàâîúãúëíèê. Îò òåçè äâå òâúðäåíèÿ çàêëþ÷âàìå, ÷å ñâîéñòâà-
òà íà úãëîâèòå òðèìèíà ñà ïðèñúùè íà êúñèòå L ïîëèìèíà, íî íå è íà
äúëãèòå. Îò äðóãà ñòðàíà ôàêòúò, ÷å 3 å ïðîñòî îêàçâà ãîëÿìî âëèÿ-
íèå âúðõó ôóíäàìåíòàëíèòå ïðàâîúãúëíèöè, òúé ÷å ñâîéñòâàòà íà òðè-
ìèíîòî ñå àñîöèèðàò íàé-äîáðå ñ êúñîòî L ïîëèìèíî ñ p êâàäðàò÷åòà.
Îò äðóãà ñòðàíà íå òðÿáâà äà ñå îìàëîâàæà òâúðäåíèåòî, ÷å äúëãèòå L
ïîëèìèíà íå ìîãàò äà ïîêðèÿò ïðàâîúãúëíèê. Íà ïðúâ ïîãëåä ïðîñòî
òâúðäåíèå, íî äîêàçàòåëñòâîòî ìó âúîáùå íå å ïðîñòî. Ñïîðåä ìåí òî-
âà å íàé-ñúùåñòâåíèÿò ðåçóëòàò â òîçè ðåôåðàò è ðåçóëòàòúò, êîéòî èìà
íàé-ãîëÿì ïðèíîñ çà ìàòåìàòèêàòà.
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5 Áúäåùî ðàçâèòèå

Â áúäåùå ìîæå äà èçñëåäâàìå ôóíäàìåíòàëíèòå ïðàâîúãúëíèöè çà êú-
ñèòå L ïîëèìèíà, ñ p êâàäðàò÷åòà, êîãàòî p å ñúñòàâíî. Óñòàíîâèõìå,
÷å äúëãèòå L ïîëèìèíà ïîêðèâàò ðàâíèíà è íå ïîêðèâàò ïðàâîúãúëíèê,
íî íå çíàåì êàêâî ñå ñëó÷âà ïî ñðåäàòà, âúçìîæíî ëè å äà ñå ïîêðèå
ïîëóðàâíèíà? Îñâåí òîâà ìîæå äà ðàçãëåäàìå è äðóãè ïîëèìèíà è äà
èçñëåäâàìå òåõíèòå ñâîéñòâà.

6 Áëàãîäàðíîñòè

Èñêàì äà áëàãîäàðÿ íà ìîÿ íàó÷åí ðúêîâîäèòåë è ó÷èòåë ïî ìàòåìàòèêà,
Äèìèòúð Äèìèòðîâ, çà ïîìîùòà ïðè èçãîòâÿíåòî íà ïðîåêòà è ìîðàëíà-
òà ïîäêðåïà. Ñúùî òàêà ñúì áëàãîäàðåí íà äîö. Ñòàíèñëàâ Õàðèçàíîâ çà
ïîëåçíèòå ñúâåòè. Áëàãîäàðÿ è íà ìîåòî ó÷èëèùå, 125 ÑÓ ½Áîÿí Ïåíåâ�,
çà òîâà, ÷å âèíàãè å çàñòàâàëî çàä ìåí è å ïîäêðåïÿëî ìîèòå ðåøåíèÿ.
Ïîñëåäíî, íî íå è ïî-âàæíîñò, èñêàì äà áëàãîäàðÿ íà Ó÷ÈÌÈ çà âúç-
ìîæíîñòòà äà ó÷àñòâàì.
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