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Îïòèìàëíè ñòðàòåãèè çà íàìèðàíå íà
ïðèíöåñà â ëèíåéíà òàáëèöà

Àáñòðàêò

Ñòàòèÿòà å ïîñâåòåíà íà èçâåñíàòà çàäà÷à çà ïðèíöåñàòà, ïîñòàâåíà çà ïúðâè ïúò îò Gary Antonick
ïðåç 2014 ã. Ðàçãëåæäàìå òàáëèöà n×1 è ïðèíöåñà, êîÿòî ñå íàìèðà â ïðîèçâîëíà êëåòêà. Îïèòâàìå ñå
äà íàìåðèì ïðèíöåñàòà, êàòî íà âñåêè õîä ïðîâåðÿâàìå m îò êëåòêèòå â òàáëèöàòà. Àêî ñìå íàìåðèëè
ïðèíöåñàòà èãðàòà ïðèêëþ÷âà, â ïðîòèâåí ñëó÷àé òÿ ñå ïðåìåñòâà â ñúñåäíà êëåòêà. Â òàçè ñòàòèÿ
îòêðèâàìå ìèíèìàëíèÿ áðîé õîäîâå, ñëåä êîèòî ùå ñìå ñèãóðíè, ÷å ùå ñìå îòêðèëè ïðèíöåñàòà.

Â áúäåùè ñòàòèè ïî òàçè òåìà áèõìå èñêàëè äà èçñëåäâàìå ñúùåñòâóâàíåòî íà ñòðàòåãèÿ çà îòêðè-
âàíå íà ïðèíöåñàòà â ïî-ñëîæíè êîíôèãóðàöèè.

Optimal strategies for �nding a
princess in a linear table

Abstract

This article is based on the popular princess problem, which was introduced for the �rst time by Gary
Antonick in 2014. We consider a table n× 1 and a princess who is situated in a certain cell. We try to �nd
the princess by looking at m of the cells of the table on each turn. If we have found the princess, the game
is over. Otherwise she moves to an adjacent cell. In this article we determine the minimum number of turns
needed to be sure that we will �nd the princess.

In future articles on this topic we would like to investigate the existence of a strategy for �nding the
princess in more complicated con�gurations.
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1 Óâîä

Ðàçãëåæäàìå òàáëèöà n × 1 è ïðèíöåñà, êîÿòî ñå íàìèðà â ïðîèçâîëíà êëåòêà. Îïèòâàìå ñå äà
íàìåðèì ïðèíöåñàòà êàòî íà âñåêè õîä ïðîâåðÿâàìå m îò êëåòêèòå â òàáëèöàòà. Àêî ñìå íàìåðèëè
ïðèíöåñàòà èãðàòà ïðèêëþ÷âà, â ïðîòèâåí ñëó÷àé òÿ ñå ïðåìåñòâà â ñúñåäíà êëåòêà.

Èíòåðåñóâàìå ñå îò ìèíèìàëíèÿ áðîé õîäîâå, ñëåä êîèòî ùå ñìå ñèãóðíè, ÷å ùå ñìå îòêðèëè ïðèí-
öåñàòà. Çàäà÷àòà å ïîñòàâåíà çà ïðúâ ïúò ïðåç 2014 ã. îò Gary Antonick [2]. Ïðåç 2016 ã. Åìèë Êîëåâ è
Íèêîëàé Áåëóõîâ ðåøàâàò çàäà÷àòà ïðè m = 1[1]. Â òàçè ñòàòèÿ ùå ðåøèì çàäà÷àòà â îáùèÿ ñëó÷àé.

2 Ôóíêöèÿòà f(n,m) è íåéíèòå ñâîéñòâà

Äåôèíèöèÿ 2.1. Íåêà ñ f(n,m) îçíà÷èì ìèíèìàëíèÿ áðîé õîäîâå, ñëåä êîèòî ùå ñìå ñèãóðíè, ÷å ùå
îòêðèåì ïðèíöåñàòà.

Ëåìà 2.1. Àêî n1 ≤ n2, òî f(n1,m) ≤ f(n2,m).

Äîêàçàòåëñòâî. Íåêà ðàçãëåäàìå îïòèìàëíàòà ñòðàòåãèÿ çà îòêðèâàíå íà ïðèíöåñàòà â òàáëèöàòà ñ
n2 êëåòêè. Íåêà ðàçäåëèì òàáëèöàòà íà äâå ïî-ìàëêè òàáëèöè, åäíàòà ñ n1 êëåòêè, à äðóãàòà ñ n2− n1
êëåòêè è íåêà çàáðàíèì íà ïðèíöåñàòà äà ïðåìèíàâà îò åäíàòà â äðóãàòà òàáëèöà. Îñâåí òîâà íåêà
ïðèíöåñàòà å çàïî÷íàëà îò òàáëèöàòà ñ n1 êëåòêè. ßñíî å, ÷å îïòèìàëíàòà ñòðàòåãèÿ ùå âúðøè ðàáîòà
è â òîçè ñëó÷àé, çàùîòî ñìå îãðàíè÷èëè âúçìîæíîñòèòå çà äâèæåíèå íà ïðèíöåñàòà è ñìå äîáàâèëè
äîïúëíèòåëíà èíôîðìàöèÿ çà òîâà îò êúäå å çàïî÷íàëà. Îò äðóãà ñòðàíà ùîì òÿ å çàïî÷íàëà îò
òàáëèöàòà ñ n1 êëåòêè è íå ìîæå äà ïðåìèíàâà îò åäíàòà â äðóãàòà òàáëèöà, òî òÿ ìîæå äà ñå íàìèðà
ñàìî â ïúðâàòà òàáëèöà. Òîåñò ñòðàòåãèÿòà çà òàáëèöà ñ n2 êëåòêè ðàáîòè è çà òàáëèöà ñ n1 êëåòêè
⇒ f(n2,m) ≥ f(n1,m), ñ êîåòî äîêàçàõìå òâúðäåíèåòî.

3 Ñòîéíîñòè íà f(n,m) çà n > 4m

Ùå îöâåòÿâàìå åäíî êâàäðàò÷å â: ñèâî, àêî èìà øàíñ ïðèíöåñàòà äà å â íåãî è â áÿëî, àêî ïðèíöåñàòà íå
â íåãî. Çàáåëÿçâàìå, ÷å àêî ïðèíöåñàòà ñå íàìèðà íà êâàäðàò÷å íà ÷åòíà ïîçèöèÿ, òî íà ñëåäâàùèÿ äåí
ùå ñå íàìèðà íà êâàäðàò÷å íà íå÷åòíà è îáðàòíîòî. Òîåñò ìîæåì äà ðàçäåëèì òàáëèöàòà íà äâå ÷àñòè
â çàâèñèìîñò îò òîâà äàëè ïðèíöåñàòà å çàïî÷íàëà îò êâàäðàò÷å íà ÷åòíà èëè íà íå÷åòíà ïîçèöèÿ.
Ïî òîçè íà÷èí â åäíàòà ÷àñò âèíàãè ùå èìà êâàäðàò÷åòà íà ïîçèöèè îò åäíàòà ÷åòíîñò, à â äðóãàòà
÷àñò − íà ïîçèöèè îò äðóãàòà ÷åòíîñò. Òåçè äâå ÷àñòè ùå áúäàò íàïúëíî íåçàâèñèìè, çàùîòî àêî
åäíî êâàäðàò÷å å ñèâî â åäíàòà ÷àñò, òî òî ùå å áÿëî â äðóãàòà. Òîåñò ùîì ïðàâèì ñìèñëåíà ïðîâåðêà
(ïðîâåðÿâàìå êâàäðàò÷å, â êîåòî ìîæå äà ñå íàìèðà ïðèíöåñàòà), à íàñ íå íè èíòåðåñóâàò áåçìèñëåíèòå
ïðîâåðêè, òî çíà÷è ãî ïðàâèì ñàìî â åäíàòà îò äâåòå ÷àñòè.

Äåôèíèöèÿ 3.1. Íåêà Ti å ìíîæåñòâî îò êëåòêè, â êîèòî ìîæå äà áúäå ïðèíöåñàòà â i-èÿ äåí. Íåêà
ïðîâåðèì t îò òÿõ. Âå÷å çíàåì, ÷å ïðèíöåñàòà íå å â íèêîÿ îò ïðîâåðåíèòå êëåòêè, òîåñò ìíîæåñòâîòî Ti
å íàìàëÿëî ñ t êëåòêè. Íåêà íîâîïîëó÷åíîòî ìíîæåñòâî å Ri. Ðàçãëåæäàìå âñè÷êè ñúñåäè íà êëåòêèòå
â Ri è íåêà òîâà å ìíîæåñòâîòî Ti+1 − êëåòêèòå, â êîèòî ïðèíöåñàòà ìîæå äà ñå íàìèðà íà ñëåäâàùèÿ
äåí

α(t, Ti) = |Ti| − |Ti+1|.

Äåôèíèöèÿ 3.2. Ïðåç i-èÿ äåí íåêàMi å ìíîæåñòâîòî îò âñè÷êè ñèâè êëåòêè, à Pi èQi ñà ìíîæåñòâàòà
îò ñèâèòå êëåòêè âúâ âñÿêà åäíà îò ÷àñòèòå. Ñúùî òàêà íåêà pi è qi ñà áðîÿò íà ïðîâåðåíèòå êëåòêè â
Pi è Qi ñúîòâåòíî.
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Äåôèíèöèÿ 3.3. Íåêà α(m,Mi) å α åëåìåíòúò çà i-èÿ äåí, òîåñò ïðîìÿíàòà â áðîÿ íà ñèâèòå êëåòêè
ìåæäó i-òèÿ è i+ 1-âèÿ äåí.

Äåôèíèöèÿ 3.4. Íåêà ½ðåäà íà α-èòå� ïðåäñòàâëÿâà ðåäà îò α åëåìåíòèòå íàðåäåíè â çàâèñèìîñò îò
äíèòå. [α(m,M1), α(m,M2), ..., α(m,Mk)]

3.1 Äîëíà ãðàíèöà çà f(n,m)

3.1.1 Àêî n å ÷åòíî

Ëåìà 3.1. α(pi, Pi) ≤ pi, òîåñò ìàêñèìàëíàòà ïðîìÿíà â áðîÿ íà ñèâèòå êëåòêèòå å ðàâíà íà áðîÿò íà
ïðîâåðåíèòå êëåòêè.

Äîêàçàòåëñòâî. Íåêà Ri å ìíîæåñòâîòî íà Pi áåç ïðîâåðåíèòå pi êëåòêè. Çíàåì, ÷å |Ri| = |Pi| − pi
Á.Î.Î. Ìíîæåñòâîòî Ri ñúäúðæà êëåòêè íà íå÷åòíè ïîçèöèè, òîãàâà âñÿêà êëåòêà èìà ñúñåä âäÿñíî,
òîåñò ìíîæåñòâîòî Pi+1 ñúäúðæà ïîíå òîëêîâà êëåòêè êîëêîòî Ri. Îòòóê ïîëó÷àâàìå íåðàâåíñòâîòî:
|Pi+1| ≥ |Ri| = |Pi| − pi, òîåñò |Pi| − |Pi+1| ≤ pi èëè α(pi, Pi) ≤ pi

Ñëåäñòâèå 3.2. Àíàëîãè÷íî äîêàçâàìå, ÷å α(qi, Qi) ≤ qi ⇒ α(m,Mi) ≤ m è îñâåí òîâà, àêî
α(m,Mi) = m⇒ α(pi, Pi) = pi è α(qi, Qi) = qi

Äåôèíèöèÿ 3.5. Íåêà T1, T2 è T3 ñà âúçìîæíèòå ïîçèöèè íà âñÿêà îò äâåòå ÷àñòè. T1 ïðåäñòàâëÿâà
ïîçèöèÿòà, êîãàòî âñè÷êè êëåòêè, êîèòî ìîãàò äà ñà ñèâè ñà ñèâè. T3 ïðåäñòàâëÿâà ïîçèöèÿòà, êîãàòî
âñè÷êè êëåòêè ñà áåëè. T2 å ìåæäèííà ïîçèöèÿ ìåæäó T1 è T3. Çà óäîáñòâî ðàçäåëÿìå T2 íà ñåêòîðè,
êàòî ñèâèòå êëåòêè â ñåêòîðèòå ñà ðàçïîëîæåíè ïðåç åäíà, à ðàçñòîÿíèåòî ìåæäó ñåêòîðèòå å ïîâå÷å
îò åäíà êëåòêà.

T1

T2 ... ... .... ...

T3

Ëåìà 3.3. Àêî Pi ≡ T2 (àíàëîãè÷íî çà Q), α(pi, Pi) = pi è α(pi+1, Pi+1) = pi+1, òî P3 ≡ T3.

Äîêàçàòåëñòâî. Îçíà÷àâàìå ñ B0, B1, ..., Bw ñåêòîðèòå â Pi, à ñ b0, b1, ..., bw áðîÿ íà ïðîâåðåíèòå êâàä-
ðàò÷åòà âúâ âñåêè îò òÿõ.

... ... .... ...

B0 B1 Bw

Çà âñÿêî i ≥ 1:

α(bi, Bi) ≤

{
bi, àêî bi = |Bi|
bi − 1, àêî bi < |Bi|

(1)

Àêî α(pi, Pi) = pi, òî çà âñÿêî i å â ñèëà: α(bi, Bi) = bi, â ÷àñòíîñò çà âñÿêî i ≥ 1 bi = |Bi|
Ùîì âñåêè åäèí ñåêòîð Bi, i ≥ 1, å áèë åëèìèíèðàí èçöÿëî (âñè÷êè êëåòêè ñà áèëè ïðîâåðåíè), òî
ñèâèòå êëåòêè â Pi+1 ùå äîéäàò èçöÿëî îò B0. Àêî Pi+1 ≡ T3 ⇒ P3 ≡ T3 è òâúðäåíèåòî å äîêàçàíî, àêî
ëè íå Pi+1 ≡ T2.

Ïî ñúùèÿ íà÷èí íåêà îçíà÷èì ñ C0, C1, ..., Cv ñåêòîðèòå â Pi+1. Çíàåì, ÷å ñåêòîðúò C0 ïî÷âà ïëúòíî
îò íà÷àëîòî íà òàáëèöàòà, íî îò äðóãà ñòðàíà çíàåì, ÷å íèêîé îò ñúñåäèòå íà B0 íå ñå äîïèðà äî
êðàèùàòà íà òàáëèöàòà, òîåñò |C0| = 0. Àíàëîãè÷íî ïðèëàãàéêè ñúùèòå ðàñúæäåíèÿ îò ïî-ãîðå çà
C1, C2, ..., Cv ùå ïîëó÷èì, ÷å âñåêè åäèí îò òåçè ñåêòîðè å áèë åëèìèíèðàí è ïðè ëèïñàòà íà êëåòêè â
C0 ïîëó÷àâàìå: P3 ≡ T3, ñ êîåòî äîêàçàõìå èñêàíîòî.
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Ëåìà 3.4. Íåêà α(pi, Pi) = pi è Ri å ìíîæåñòâîòî Pi áåç ïðîâåðåíèòå pi êëåòêè. Íåêà Ri ≡ T2 è äà
îçíà÷èì ñ D0, D1, ..., Du ñåêòîðèòå â Ri. Â òàêúâ ñëó÷àé |D1| = |D2| = ... = |Du| = 0

Äîêàçàòåëñòâî. Íåêà ñè êðúñòèì ñ Ei ñúñåäèòå íà êëåòêèòå â Di. Çà âñÿêî i ≥ 1 å ÿñíî, ÷å ïðè |Di| ≥ 1
|Ei| = |Di|+ 1, à ïðè |Di| = 0 |Ei| = 0. Ñëåäîâàòåëíî ïðè i ≥ 1 |Ei| = |Di| ⇐⇒ |Di| = 0
|Pi+1| = |E0|+ |E1|+ ...+ |Eu| ≥ |D0|+ |D1|+ ...+ |Du| = |Ri| = |Pi| − pi, òîåñò Pi − Pi+1 ≤ pi ⇐⇒
⇐⇒ α(pi, Pi) ≤ pi êàòî ðàâåíñòâî ñå äîñòèãà ïðè |D1| = |D2| = ... = |Du| = 0.

Ëåìà 3.5. Àêî Pi ≡ T1, α(pi, Pi) = pi è pi > 0, òî ïðîâåðåíèòå êëåòêè òðÿáâà äà ñà ñëåäíèòå.(Îöâåòÿâàìå
â ÷åðíî êëåòêà, àêî ïðîâåðÿâàìå äàëè ïðèíöåñàòà å â íåÿ.)

...

Äîêàçàòåëñòâî. Íåêà Ri e ìíîæåñòâîòî Pi áåç ïðîâåðåíèòå pi êëåòêè. ßñíî å, ÷å Ri ≡ T2, òîåñò ìîæåì
äà ïðèëîæèì Ëåìà 3.4, îòêúäåòî ñëåäâà, ÷å â Ri òðÿáâà äà ïðèñúñòâà ñàìî åäèí ñåêòîð, êîéòî å
äîëåïåí äî êðàÿ íà òàáëèöàòà , òîåñò ïðîâåðåíèòå êëåòêè â òîçè ñëó÷àé ñà òî÷íî ìàðêèðàíèòå â ÷åðíî
â òàáëèöàòà ïî-ãîðå.

Ëåìà 3.6. Àêî Pi ≡ T1, α(pi, Pi) = pi è pi > 0, òî α(pi+1, Pi+1) ≤ pi+1.

Äîêàçàòåëñòâî. Äà äîïóñíåì ïðîòèâíîòî, òîåñò α(pi+1, Pi+1) = pi+1. Îò Ëåìà 3.5 çíàåì êîè ùå ñà
ïðîâåðåíèòå êëåòêè â Pi, îòêúäåòî çàêëþ÷âàìå, ÷å Pi+1 ≡ T2 è ÷å Pi+1 ñå ðàçáèâà ñàìî íà äâà ñåêòîðà
A0 è A1, çà êîèòî çíàåì, ÷å |A0| = 0 è |A1| = n

2 − pi > 2m−m = m, íî îò Ëåìà 3.3 çíàåì, ÷å áðîÿò íà
ïðîâåðåíèòå êëåòêè â A1 å ðàâåí íà ãîëåìèíàòà ìó, êîÿòî ïúê å ïî-ãîëÿìà îò m, ñ êîåòî ñòèãàìå äî
ïðîòèâîðå÷èå.

Ùå èçñëåäâàìå ñëó÷àèòå, â êîèòî èìàìå íÿêîëêî ïîñëåäîâàòåëíè α åëåìåíòà ðàâíè íà m.

1 ñë. Pi ≡ T1 è Qi ≡ T1
Çà äà ìîæå α(m,Mi) = m, òî α(pi, Pi) = pi è α(qi, Qi) = qi
Ïîíå åäíî îò pi è qi e ïî-ãîëÿìî îò íóëà. Íåêà pi > 0
Îò Ëåìà 3.6 ⇒ α(m,Mi+1) < m, òîåñò â òîçè ñëó÷àé íå å âúçìîæíî äà ñå ñëó÷è èñêàíîòî.

2 ñë. Pi ≡ T1 è Qi ≡ T2
Ùå äîêàæåì, ÷å å âúçìîæíî äà èìà íàé-ìíîãî òðè ïîñëåäîâàòåëíè α åëåìåíòà ðàâíè íà m. Äà
äîïóñíåì ïðîòèâíîòî, òîåñò èìà ÷åòèðè ïîñëåäîâàòåëíè α åëåìåíòà ðàâíè íà m.
α(m,Mi) = m, α(m,Mi+1) = m è α(m,Mi+2) = m ⇒ pi = pi+1 = pi+2 = 0, çàùîòî â ïðîòèâåí
ñëó÷àé îò Ëåìà 3.6 ùå ñòèãíåì äî ïðîòèâîðå÷èå. Ñúùî òàêà îò Ëåìà 3.3 ⇒ Qi+2 ≡ T3. Çíàåì,
÷å P3 ≡ T1 è Qi+2 ≡ T3 ⇒ qi+2 = 0⇒ pi+2 = m 6= 0, ñ êîåòî ñòèãàìå äî ïðîòèâîðå÷èå.

Çàáåëåæêà 3.7. Çà äà èìà äâà èëè ïîâå÷å ïîñëåäîâàòåëíè α åëåìåíòà ðàâíè íà m, â òîçè

ñëó÷àé, å íåîáõîäèìî äà ñå çàïî÷íå îò ïîëîæåíèå, â êîåòî è äâåòå ÷àñòè íå ñà ïðàçíè è äà

ñå çàâúðøè â òàêîâà, â êîåòî åäíàòà îò ÷àñòèòå å ïðàçíà. Òîåñò òîçè ñëó÷àé ìîæå äà ñå

ñëó÷è åäíîêðàòíî.

3 ñë. Pi ≡ T1 è Qi ≡ T3 ⇒ qi = 0 ⇒ pi = m > 0 è îò Ëåìà 3.6 ⇒ α(m,Mi+1) < m, òîåñò â òîçè
ñëó÷àé íå å âúçìîæíî äà ñå ñëó÷è èñêàíîòî.

4 ñë. Pi ≡ T2 è Qi ≡ T2
Ùå äîêàæåì, ÷å å âúçìîæíî äà èìà íàé-ìíîãî äâà ïîñëåäîâàòåëíè α åëåìåíòà ðàâíè íà m. Äà
äîïóñíåì ïðîòèâíîòî, òîåñò òðè ïîñëåäîâàòåëíè α åëåìåíòà ðàâíè íà m.
Îò Ëåìà 3.3 ⇒ P3 ≡ Qi+2 ≡ T3, òîåñò α(m,Mi+2) = 0 < m, ñ êîåòî ñòèãàìå äî ïðîòèâîðå÷èå.
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Çàáåëåæêà 3.8. Çà äà èìà äâà ïîñëåäîâàòåëíè α åëåìåíòà ðàâíè íà m, â òîçè ñëó÷àé, å

íåîáõîäèìî äà ñå çàâúðøè â òàêîâà ïîëîæåíèå íà äâåòå ÷àñòè, â êîåòî è â äâåòå íÿìà ñèâè

êâàäðàò÷åòà, òîåñò ïðèíöåñàòà å áèëà íàìåðåíà è èãðàòà å ïðèêëþ÷èëà. Òîåñò òîçè ñëó÷àé

ìîæå äà ñå ñëó÷è åäíîêðàòíî.

5 ñë. Pi ≡ T2 è Qi ≡ T3
Ùå äîêàæåì, ÷å å âúçìîæíî äà èìà íàé-ìíîãî äâà ïîñëåäîâàòåëíè α åëåìåíòà ðàâíè íà m. Äà
äîïóñíåì ïðîòèâíîòî, òîåñò òðè ïîñëåäîâàòåëíè α åëåìåíòà ðàâíè íà m.
Îò Ëåìà 3.3 ⇒ P3 ≡ Qi+2 ≡ T3, òîåñò α(m,Mi+2) = 0 < m, ñ êîåòî ñòèãàìå äî ïðîòèâîðå÷èå.

Çàáåëåæêà 3.9. Çà äà èìà äâà ïîñëåäîâàòåëíè α åëåìåíòà ðàâíè íà m, â òîçè ñëó÷àé, å

íåîáõîäèìî äà ñå çàâúðøè â òàêîâà ïîëîæåíèå íà äâåòå ÷àñòè, â êîåòî è â äâåòå íÿìà ñèâè

êâàäðàò÷åòà, òîåñò ïðèíöåñàòà å áèëà íàìåðåíà è èãðàòà å ïðèêëþ÷èëà. Òîåñò òîçè ñëó÷àé

ìîæå äà ñå ñëó÷è åäíîêðàòíî.

Çàáåëåæêà 3.10. Î÷åâèäíî 4 ñë. è 5 ñë. íå ìîãàò äà ñå ñëó÷àò åäíîâðåìåíî, çàùîòî è ïðè

äâàòà ñëó÷àÿ èãðàòà ïðèêëþ÷âà.

Ñëåäñòâèå 3.11. Çà äà èìà òðè ïîñëåäîâàòåëíè α åëåìåíòà ðàâíè íà m, çàïî÷âàéêè îò i-òèÿ
õîä, å íåîáõîäèìî: Pi ≡ T1, Qi ≡ T2; Pi+1 ≡ T1, Qi+1 ≡ T2; P3 ≡ T1, Qi+2 ≡ T3 èëè îáðàòíîòî.

Ñëåäñòâèå 3.12. Çà äà èìà äâà ïîñëåäîâàòåëíè α åëåìåíòà ðàâíè íà m, â ñðåäàòà íà ðåäà íà
α-èòå, çàïî÷âàéêè îò i-òèÿ õîä, å íåîáõîäèìî: Pi ≡ T1, Qi ≡ T2 èëè îáðàòíîòî.

Òåîðåìà 3.13. Àêî x å áðîÿò íà α åëåìåíòèòå ðàâíè íàm, à y å áðîÿò íà α åëåìåíòèòå ïî-ìàëêè
îò m, òî: x ≤ y + 4.

Äîêàçàòåëñòâî. Îò ãîðíèòå ïåò ñëó÷àÿ çíàåì, ÷å àêî èìà íÿêîëêî ïîñëåäîâàòåëíè α åëåìåíòà
ðàâíè íà m â ðåäà íà α-èòå, òî òå ìîãàò äà ñå íàìèðàò íà äâå ìåñòà, êàòî ïðè òîâà íà åäíîòî
ìÿñòî ìîæå äà èìà íàé-ìíîãî òðè ïîñëåäîâàòåëíè, à íà äðóãîòî äâà.

Íåêà ðàçäåëèì ðåäà íà α-èòå íà ãðóïè:

[X1, Y1, X2, Y2, ..., Xk, Yk, Xk+1]

Ïðè òîâà ðàçäåëÿíå â ãðóïèòå X ñå ñúäúðæàò åëåìåíòè ðàâíè íà m, à â ãðóïèòå Y , åëåìåíòè
ïî-ìàëêè îò m. Çíàåì, ÷å âúâ âñÿêà ãðóïà èìà ïîíå åäèí åëåìåíò, îñâåí â ãðóïèòå X1 è Xk+1.

x = |X1|+ |X2|+ ...+ |Xk|+ |Xk+1| ≤ 2 + 3 + k − 1 = k + 4

y = |Y1|+ |Y2|+ ...+ |Yk| ≥ k

x ≤ k + 4 ≤ y + 4⇒ x ≤ y + 4

Òåîðåìà 3.14. Çà n ÷åòíî è n > 4m å âÿðíî, ÷å: f(n,m) ≥ 2n−4
2m−1

Äîêàçàòåëñòâî. Îò òåîðåìà 3.13 çíàåì, ÷å x ≤ y + 4 ⇐⇒ 2mx+ (2m− 2)y − 4 ≤ (2m− 1)x+
(2m− 1)y
2n− 4 ≤ 2(mx+ (m− 1)y)− 4 = 2mx+ (2m− 2)y− 4 ≤ (2m− 1)x+ (2m− 1)y = (2m− 1)(x+ y)
Òîåñò 2n−4

2m−1
≤ x+ y ≤ f(n,m), ñ êîåòî ñòèãàìå äî èñêàíîòî:

f(n,m) ≥ 2n− 4

2m− 1
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3.1.2 Àêî n å íå÷åòíî

Äåôèíèöèÿ 3.6. Íåêà T1, T2, T3 è T4 ñà âúçìîæíèòå ïîçèöèè íà âñÿêà îò äâåòå ÷àñòè. T1
ïðåäñòàâëÿâà ïîçèöèÿòà, êîãàòî ñèâèòå êëåòêè ñà íà íå÷åòíè ïîçèöèè è âñè÷êè êëåòêè, êîèòî
ìîãàò äà ñà ñèâè ñà ñèâè. T4 ïðåäñòàâëÿâà ïîçèöèÿòà, êîãàòî âñè÷êè êëåòêè ñà áåëè. T3 å ìåæ-
äèííà ïîçèöèÿ ìåæäó T1 è T4, ïðè êîÿòî ñèâèòå êëåòêè ñå íàìèðàò íà íå÷åòíè ïîçèöèè. T2 å
ïîçèöèÿòà, ïðè êîÿòî ñèâèòå êëåòêè ñà íà ÷åòíè ïîçèöèè. Çà óäîáñòâî ðàçäåëÿìå T2 è T3 íà
ñåêòîðè.

T1

T2 ... ... .... ...

T3 ... ... .... ...

T4

Ëåìà 3.15. α(pi, Pi) ≤ pi + 1, òîåñò ìàêñèìàëíàòà ïðîìÿíà â áðîÿ íà ñèâèòå êëåòêè, â åäíàòà
÷àñò, å ñ åäíî ïî-ãîëÿìà îò áðîÿ íà ïðîâåðåíèòå êëåòêè.

Äîêàçàòåëñòâî. Íåêà Ri å ìíîæåñòâîòî Pi áåç ïðîâåðåíèòå pi êëåòêè. Àêî ìàõíåì íàé-äÿñíàòà
ñèâà êëåòêà íà Ri íà âñÿêà îò îñòàíàëèòå ìîæåì äà ñúïîñòàâèì ñúñåä âäÿñíî, òîåñò |Pi+1| ≥
|Ri| − 1 = |Pi| − pi − 1⇒ α(pi, Pi) ≤ pi + 1.

Ëåìà 3.16. α(pi, Pi) = pi + 1, òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî pi = 0 è Pi ≡ T1.

Äîêàçàòåëñòâî. Ïðè pi = 0 è Pi ≡ T1 ⇒ α(0, Pi) = 1, òîåñò îáðàòíàòà ïîñîêà å äîêàçàíà, çà-
òîâà íåêà ñå íàñî÷èì êúì ïðàâàòà. Íåêà Ri å ìíîæåñòâîòî Pi áåç ïðîâåðåíèòå pi êëåòêè. Ùå å
äîñòàòú÷íî äà äîêàæåì, ÷å Ri ≡ T1.

Àêî Ri ≡ T2 íà âñÿêà êëåòêà â T2 ñúïîñòàâÿìå ñúñåä âäÿñíî, òîåñò |Pi+1| ≥ |Ri| = |Pi| − pi ⇒
|Pi| − |Pi+1| ≤ pi ⇐⇒ α(pi, Pi) ≤ pi, òîåñò Ri 6≡ T2.

Àêî Ri ≡ T3 íà âñÿêà êëåòêà â T3 ñúïîñòàâÿìå ñúñåä âäÿñíî, îñâåí íà òåçè îò ïîñëåäíèÿ
ñåêòîð, ïðè êîèòî ñúïîñòàâÿìå ñúñåä âëÿâî. Òîåñò |Pi+1| ≥ |Ri| = |Pi| − pi ⇒ |Pi| − |Pi+1| ≤
pi ⇐⇒ α(pi, Pi) ≤ pi, òîåñò Ri 6≡ T3.

Àêî Ri ≡ T4, òî Pi+1 ≡ T4 ⇒ |Pi+1| = |Ri| = |Pi| − pi ⇒ α(pi, Pi) = pi, òîåñò Ri 6≡ T4.

Ïðè ïîëîæåíèå, ÷å Ri 6≡ T2, T3, T4 ⇒ Ri ≡ T1, ñ êîåòî òâúðäåíèòî å äîêàçàíî.

Ëåìà 3.17. α(m,Mi) ≤ m+1, òîåñò ìàêñèìàëíàòà ïðîìÿíà â áðîÿ íà ñèâèòå êëåòêè, â öÿëàòà
òàáëèöà, å ñ åäíî ïî-ãîëÿìà îò áðîÿ íà ïðîâåðåíèòå êëåòêè.

Äîêàçàòåëñòâî. Äà äîïóñíåì ïðîòèâíîòî, òîåñò α(m,Mi) ≥ m+ 2.
m+2 ≤ α(m,Mi) = α(pi, Pi)+α(qi, Qi) ≤ pi+1+qi+1 = m+2, êàòî ðàâåíñòâî ñå äîñòèãà, êîãàòî
α(pi, Pi) = pi + 1 è α(qi, Qi) = qi + 1, à îò Ëåìà 3.16 ⇒ Pi ≡ Qi ≡ T1, íî òîâà å íåâúçìîæíî,
çàùîòî â òàêúâ ñëó÷àé è äâåòå ÷àñòè ñúäúðæàò ñèâè êâàäðàò÷åòà íà íå÷åòíè ïîçèöèè.

Ëåìà 3.18. Àêî Pi ≡ T2 è α(pi, Pi) = pi, òî Pi+1 ≡ T4.
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Äîêàçàòåëñòâî. Ùå å äîñòàòú÷íî äà äîêàæåì, ÷å pi = |Pi|. Îçíà÷àâàìå ñ A1, ..., Aw ñåêòîðèòå
â Pi, à ñ a1, a2, ..., aw áðîÿ íà ïðîâåðåíèòå êâàäðàò÷åòà âúâ âñeêè îò òÿõ.

α(ai, Ai) ≤

{
ai, àêî ai = |Ai|
ai − 1, àêî ai < |Ai|

(2)

α(pi, Pi) = α(a1, A1) + α(a2, A2) + ... + α(aw, Aw) ≤ a1 + a2 + ... + aw = pi, êàòî ðàâåíñâî ñå
äîñòèãà ïðè ai = |Ai| çà âñÿêî i, òîåñò pi = |A1| + |A2| + ... + |Aw| = |Pi|, ñ êîåòî òâúðäåíèåòî å
äîêàçàíî.

Ëåìà 3.19. α(m,Mi) = m+ 1 åäèíñòâåíî, êîãàòî Pi ≡ T1, Qi ≡ T2 è |Qi| = m

Äîêàçàòåëñòâî. ßñíî å, ÷å ùîì α(m,Mi) = m+1, òî èëè α(pi, Pi) = pi+1, èëè α(qi, Qi) = qi+1.
Íåêà α(pi, Pi) = pi + 1 è îò Ëåìà 3.16 ⇒ pi = 0 ⇒ qi = m. Çà äà ñå ñëó÷è èñêàíîòî òðÿáâà
α(qi, Qi) = qi. Àêî Qi ≡ T4 ⇒ α(qi, Qi) = 0 = qi = m, îòêúäåòî ñòèãàìå äî ïðîòèâîðå÷èå. Òîåñò
Qi ≡ T2 è ïðèëàãàéêè Ëåìà 3.18 ñòèãàìå äî èçâîäà, ÷å Qi+1 ≡ T4 ⇒ |Qi| = qi = m, ñ êîåòî
òâúðäåíèåòî å äîêàçàíî.

Çàáåëåæêà 3.20. Çà äà èìà α åëåìåíò ðàâåí íà m + 1 òðÿáâà äà ñå çàïî÷íå îò ïîëîæåíèå,

â êîåòî è â äâåòå ÷àñòè èìà ñèâè êâàäðàò÷åòà è äà ñå çàâúðøè â òàêîâà, â êîåòî â åäíà îò

÷àñòèòå íÿìà ñèâè êâàäðàò÷åòà. Òîåñò òîâà ìîæå äà ñå ñëó÷è åäíîêðàòíî.

Ëåìà 3.21. Àêî α(m,Mi) = m+ 1, òî α(m,Mi−1) ≤ m− 1

Äîêàçàòåëñòâî. Îò Ëåìà 3.19 ⇒ Pi ≡ T1, Qi ≡ T2 è |Qi| = m
α(pi−1, Pi−1) = |Pi−1| − |Pi| ≤ −1. |Qi| = m⇒ |Qi−1| ≤ 2m < n

2
< n+1

2
= |T1| ⇒ Qi−1 6≡ T1 ⇒

⇒ α(qi−1, Qi−1) ≤ qi−1 ⇒ α(m,Mi−1) = α(pi−1, Pi−1) + α(qi−1, Qi−1) ≤ −1 + qi−1 ≤ m− 1

Ëåìà 3.22. Àêî α(m,Mi) = m+ 1, òî α(m,Mi+1) ≤ m− 1

Äîêàçàòåëñòâî. Îò Ëåìà 3.19 ⇒ Pi ≡ T1, Qi ≡ T2 è |Qi| = m
Pi+1 ≡ T2 è |Pi+1| = n−1

2
> m⇒ P3 6≡ T4 è îò Ëåìà 3.18 ⇒ α(pi+1, Pi+1) ≤ pi+1 − 1

Qi+1 ≡ T4 ⇒ α(qi+1, Qi+1) = 0⇒ α(m,Mi+1) = α(pi+1, Pi+1) + α(qi+1, Qi+1) ≤
≤ pi+1 − 1 + 0 ≤ m− 1

Ùå èçñëåäâàìå ñëó÷àèòå, â êîèòî èìàìå íÿêîëêî ïîñëåäîâàòåëíè α åëåìåíòà ðàâíè íà m.

1 ñë. Pi ≡ T1
Pi ≡ T1 ⇒ Pi+1 ≡ T2 èëè T4, íî |Pi| > m, îòêúäåòî ñëåäâà, ÷å Pi+1 6≡ T4 ⇒ Pi+1 ≡ T2
|Pi+1| ≥ |Pi|−m ≥ n+1

2
−m > 2m−m = m⇒ P3 6≡ T4 è îò Ëåìà 3.18⇒ α(pi+1, Pi+1) ≤ pi+1−1⇒

⇒ α(qi+1, Qi+1) ≥ qi+1 + 1 è îò Ëåìà 3.16 ⇒ Qi+1 ≡ T1 ⇒ α(qi, Qi) = |Qi| − |Qi+1| ≤ −1⇒
⇒ α(pi, Pi) ≥ m + 1 ≥ pi + 1 è îò Ëåìà 3.16 ⇒ pi = 0, íî â òàêúâ ñëó÷àé α(pi, Pi) = 1 < m + 1,
òîåñò â òîçè ñëó÷àé íå å âúçìîæíî äà ñå ñëó÷è èñêàíîòî.

2 ñë. Pi ≡ T2 è Qi ≡ T2
α(m,Mi) = α(pi, Pi) + α(qi, Qi) ≤ pi + qi = m⇒ α(pi, Pi) = pi è α(qi, Qi) = qi è îò Ëåìà 3.18 ⇒
⇒ Pi+1 ≡ T4 è Qi+1 ≡ T4, íî â òàêúâ ñëó÷àé α(m,Mi+1) = 0 < m, òîåñò â òîçè ñëó÷àé íå å
âúçìîæíî äà ñå ñëó÷è èñêàíîòî.

3 ñë. Pi ≡ T2, à Qi ≡ T4
α(qi, Qi) = 0 ⇒ α(pi, Pi) = m ≥ pi è îò Ëåìà 3.18 ⇒ Pi+1 ≡ T4 è Qi+1 ≡ T4 ⇒ α(m,Mi+1) = 0 <
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m, òîåñò â òîçè ñëó÷àé íå å âúçìîæíî äà ñå ñëó÷è èñêàíîòî.

4 ñë. Pi ≡ T2 è Qi ≡ T3
α(m,Mi) = α(pi, Pi) + α(qi, Qi) ≤ pi + qi = m ⇒ α(p, P ) = p è îò Ëåìà 3.18 ⇒ Pi+1 ≡ T4 ⇒
α(pi+1, Pi+1) = 0⇒ α(qi+1, Qi+1) = m, îñâåí òîâà Qi+1 ≡ T2 èëè Qi+1 ≡ T4.

Àêî Qi+1 ≡ T4 ⇒ α(qi+1, Qi+1) = 0 < m.
Àêî Qi+1 ≡ T2 è α(qi+1, Qi+1) = m ≥ qi+1 è îò Ëåìà 3.18 ⇒ Qi+2 ≡ T4 è â òàêúâ ñëó÷àé

P3 ≡ Qi+2 ≡ T4, òîåñò ïðèíöåñàòà å áèëà íàìåðåíà è èãðàòà å ïðèêëþ÷èëà è â òîçè ñëó÷àé ñà
âúçìîæíè íàé-ìíîãî äâà ïîñëåäîâàòåëíè α åëåìåíòà ðàâíè íà m.

Çàáåëåæêà 3.23. Â òîçè ñëó÷àé, çà äà èìà äâà ïîñëåäîâàòåëíè α åëåìåíòà ðàâíè íà m, å

íåîáõîäèìî äà ñå çàâúðøè â ïîçèöèÿ, â êîÿòî èãðàòà å ïðèêëþ÷èëà. Òîåñò òîçè ñëó÷àé ìîæå

äà ñå ñëó÷è åäíîêðàòíî.

5 ñë. Pi ≡ T3 è Qi ≡ T4
Pi+1 ≡ T2 èëè Pi+1 ≡ T4.

Àêî Pi+1 ≡ T4 ⇒ α(m,Mi+1) = 0 < m.
Àêî Pi+1 ≡ T2 ⇒ α(m,Mi+1) = m ≥ pi+1 è îò Ëåìà 3.18 ⇒ P3 ≡ T4 è â òàêúâ ñëó÷àé

P3 ≡ Qi+2 ≡ T4, òîåñò ïðèíöåñàòà å áèëà íàìåðåíà è èãðàòà å ïðèêëþ÷èëà è â òîçè ñëó÷àé ñà
âúçìîæíè íàé-ìíîãî äâà ïîñëåäîâàòåëíè α åëåìåíòà ðàâíè íà m.

Çàáåëåæêà 3.24. Â òîçè ñëó÷àé, çà äà èìà äâà ïîñëåäîâàòåëíè α åëåìåíòà ðàâíè íà m å

íåîáõîäèìî äà ñå çàâúðøè â ïîçèöèÿ, â êîÿòî èãðàòà å ïðèêëþ÷èëà. Òîåñò òîçè ñëó÷àé ìîæå

äà ñå ñëó÷è åäíîêðàòíî.

Çàáåëåæêà 3.25. Î÷åâèäíî 4 ñë. è 5 ñë. íå ìîãàò äà ñå ñëó÷àò åäíîâðåìåíî, çàùîòî è ïðè

äâàòà ñëó÷àÿ èãðàòà ïðèêëþ÷âà.

Òåîðåìà 3.26. Àêî x å áðîÿò íà α åëåìåíòèòå ðàâíè íàm èëèm+1, à y å áðîÿò íà α åëåìåíòèòå
ïî-ìàëêè îò m, òî: x ≤ y + 2.

Äîêàçàòåëñòâî. Îò ãîðíèòå ïåò ñëó÷àÿ çíàåì, ÷å ñàìî íà åäíî ìÿñòî â ðåäà íà α-èòå ìîæå äà
ñå ñðåùíàò äâà ïîñëåäîâàòåëíè α åëåìåíòà ðàâíè íà m. Îñâåí òîâà îò çàáåëeæêà 3.20 çíàåì, ÷å
α åëåìåíò ðàâåí íà m + 1 ìîæå äà ñå ñðåùíå ñàìî âåäíúæ â ðåäà, à îò Ëåìà 3.21 è Ëåìà 3.22
ñëåäâà, ÷å àêî m+ 1 å â ðåäà, òî òîé ùå å çàîáèêîëåí îò äâà åëåìåíòà ïî-ìàëêè îò m.

Íåêà ðàçäåëèì ðåäà íà α-èòå íà ãðóïè:

[X1, Y1, X2, Y2, ..., Xk, Yk, Xk+1]

Ïðè òîâà ðàçäåëÿíå â ãðóïèòå X ñå ñúäúðæàò åëåìåíòè ðàâíè íà m èëè m+ 1, à â ãðóïèòå
Y , åëåìåíòè ïî-ìàëêè îò m. Çíàåì, ÷å âúâ âñÿêà ãðóïà èìà ïîíå åäèí åëåìåíò, îñâåí â ãðóïèòå
X1 è Xk+1.

x = |X1|+ |X2|+ ...+ |Xk|+ |Xk+1| ≤ k + 2

y = |Y1|+ |Y2|+ ...+ |Yk| ≥ k

x ≤ k + 2 ≤ y + 2⇒ x ≤ y + 2

Òåîðåìà 3.27. Çà n íå÷åòíî è n > 4m å âÿðíî, ÷å: f(n,m) ≥ 2n−4
2m−1
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Äîêàçàòåëñòâî. Îò òåîðåìà 3.26 çíàåì, ÷å x ≤ y + 2 ⇐⇒ 2mx+ (2m− 2)y − 2 ≤ (2m− 1)x+
(2m− 1)y
2n− 4 ≤ 2(m+1+m(x− 1)+ (m− 1)y)− 4 = 2(1+mx+ (m− 1)y)− 4 = 2mx+ (2m− 2)y− 2 ≤
≤ (2m − 1)x + (2m − 1)y = (2m − 1)(x + y), òîåñò 2n−4

2m−1
≤ x + y ≤ f(n,m), ñ êîåòî ñòèãàìå äî

èñêàíîòî:

f(n,m) ≥ 2n− 4

2m− 1

3.2 Ãîðíà ãðàíèöà

Â òàçè ÷àñò ùå äîêàæåì, ÷å f(n,m) < 2n−4
2m−1

+ 1 ñ íÿêîè èçêëþ÷åíèÿ. Çà äà íàïðàâèì òîâà, ùå
ïîêàæåì ðåàëèçàöèÿ çà m = 4 â ðàçëè÷íèòå ñëó÷àè çà n (4 íå èãðàe ðîëÿ â ðàçñúæñåíèÿòà).

Ñòðàòåãèÿòà â ðåàëèçàöèÿòà ñå ñúñòîè â òîâà äà ïðîâåðÿâàìå êëåòêè ñàìî îò åäíàòà ÷àñò äî
èç÷åðïâàíå íà ñèâèòå êëåòêè â íåÿ, ñëåä êîåòî äà ïðåìèíåì ïëàâíî êúì äðóãàòà ÷àñò (äîïóñòèìî
å äà ñå ïðîâåðÿâàò êëåòêè è â äâåòå ÷àñòè åäèíñòâåíî, êîãàòî ïðè èçïðàçâàíåòî íà åäíàòà ÷àñò
ñà îñòàíàëè íÿêîè äîïúëíèòåëíè õîäîâå).

Ùå äàäåì ðåàëèçàöèÿ â ñàìî åäèí ñëó÷àé, çà äà ñå äîáèå ïðåäñòàâà êàêâà òî÷íî å ñòðà-
òåãèÿòà. Äðóãèòå ñëó÷àè ñà ïîäîáíè, êàòî ðàçëèêàòà ìåæäó òÿõ å â êàêúâ ìîìåíò ñå ïðàâè
ïðåìèíàâàíåòî ìåæäó äâåòå ÷àñòè è â êàêúâ ìîìåíò ñå èçïðàçâà è âòîðàòà ÷àñò.

M1

M2

...........

M2k+1

M2k+2

M2k+3

...........

M2l+1

M2l+2

11



Íåêà α(m,M2l+2) = r, êàòî r ≥ 2. Äà ðàçãëåäàìå ðåäà íà α-èòå:

[m,m− 1,m, ...,m,m− 1,m,m,m− 1,m,m− 1, ...,m,m− 1, r]

Âèæäàìå, ÷å áðîÿò íà α åëåìåíòèòå ðàâíè íà m− 1 å x, òî áðîÿò íà α åëåìåíòèòå ðàâíè íà m
å x+ 1. Îòêúäåòî ïîëó÷àâàìå: n = (x+ 1)m+ x(m− 1) + r ⇒ x = n−m−r

2m−1
Îò äðóãà ñòðàíà áðîÿò íà õîäîâåòå â ðåàëèçàöèÿòà å ðàâåí íà 2x+ 2⇒
⇒ f(n,m) ≤ 2x+ 2 = 2n−2m−2r+2(2m−1)

2m−1
= 2n+2m−2−2r

2m−1
≤ 2n+2m−6

2m−1
= 2n−4

2m−1
+ 2m−2

2m−1
< 2n−4

2m−1
+ 1

Àíàëîãè÷íî çà äðóãèòå ñëó÷àè è ñòèãàìå äî èçâîäà, ÷å:
f(n,m) < 2n−4

2m−1
+ 1, îñâåí ïðè n ≡ m+ 1 (mod 2m− 1)

Íî f(n,m) ≥ 2n−4
2m−1

⇒ f(n,m) =
⌈

2n−4
2m−1

⌉
çà âñÿêî n 6≡ m+ 1 (mod 2m− 1)

Ïðè n ≡ m + 1 (mod 2m − 1) ïîëó÷àâàìå, ÷å 2n−4
2m−1

≤ f(n,m) ≤ 2n−4
2m−1

+ 1 + 1
2m−1

è çíàåéêè,

÷å f(n,m) å öÿëî ñòèãàìå äî èçâîäà, ÷å f(n,m) å ðàâíî íà 2n−3
2m−1

èëè 2n−3
2m−1

+ 1.

f(n,m) =

{⌈
2n−4
2m−1

⌉
ïðè n 6≡ m+ 1 (mod 2m− 1)

2n−3
2m−1

èëè 2n−3
2m−1

+ 1 ïðè n ≡ m+ 1 (mod 2m− 1)
(3)

4 Ñòîéíîñòè íà f(n,m) ïðè n ≡ m+ 1 (mod 2m− 1)

Íåêà n ≡ m+ 1 (mod 2m− 1) è äà äîïóñíåì, ÷å f(n,m) = 2n−3
2m−1

4.1 Àêî n å ÷åòíî, n = 2n1, n1 ∈ N

Íåêà x å áðîÿò íà α åëåìåíòèòå ðàâíè íà m, à y å áðîÿò íà α åëåìåíòèòå ïî-ìàëêè îò m.

Îò òåîðåìà 3.13 çíàåì, ÷å x ≤ y+4, à îò äîïóñêàíåòî ñëåäâà, ÷å x+ y = 2n−3
2m−1

. Äà äîïóñíåì,
÷å ñå äîñòèãà ðàâåíñòâî â ãîðíîòî íåðàâåíñòâî. Â òàêúâ ñëó÷àé ñëåä çàìåñòâàíå ñå ïîëó÷àâà:
2y + 4 = 2n−3

2m−1
, íî ÷èñëîòî îò äÿñíàòà ñòðàíà å íå÷åòíî, çà ðàçëèêà îò òîâà îò ëÿâàòà, ñ êîåòî

ñòèãàìå äî ïðîòèâîðå÷èå. Òîåñò ðàâåíñòâî íå ñå äîñòèãà ⇒ x ≤ y + 3.

2n−3
2m−1

+ 3 = x+ y + 3 ≥ 2x

n ≤ xm+ y(m− 1) = x+ (x+ y)(m− 1) = x+ (2n−3)(m−1)
2m−1

⇒
⇒ 2nm− n ≤ x(2m− 1) + (2n− 3)(m− 1) = x(2m− 1) + 2nm− 3m− 2n+ 3⇒
n+ 3m− 3 ≤ x(2m− 1)⇒ 2n− 3 + 6m− 3 ≤ 2x(2m− 1)⇒
⇒ 2n−3

2m−1
+3 ≤ 2x ≤ 2n−3

2m−1
+3, îòêúäåòî ñëåäâà, ÷å èñêàíîòî å âúçìîæíî åäèíñòâåíî, àêî íàâñÿêúäå

ïî-ãîðå íåðàâåíñòâàòà ñà áèëè ðàâåíñòâà, òîåñò α åëåìåíòèòå ðàâíè íà m ñà ñ òðè ïîâå÷å îò
òåçè ðàâíè íà m− 1.

4.1.1 Àêî m å ÷åòíî, m = 2m1, m1 ∈ N

Â òîçè ñëó÷àé ùå ïîêàæåì ðåàëèçàöèÿ çà f(n,m) = 2n−3
2m−1

.
n ≡ m+ 1 (mod 2m− 1)⇒ 2n1 ≡ 2m1 + 1 (mod 4m1 − 1)⇒ 2n1 ≡ 6m1 (mod 4m1 − 1)⇒
⇒ n1 ≡ 3m1 (mod 4m1 − 1)⇒ n1 = (4m1 − 1)z + 3m1

Îöâåòÿâàìå â ÷åðíî êëåòêà, àêî ïðîâåðÿâàìå äàëè ïðèíöåñàòà å â íåÿ.

|P1| = (4m1 − 1)z + 3m1 |Q1| = (4m1 − 1)z + 3m1
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|P2| = (4m1 − 1)z + 3m1 |Q2| = (4m1 − 1)z +m1

|P3| = (4m1 − 1)z + 3m1 |Q2| = (4m1 − 1)(z − 1) + 3m1

..................

|P2z+1| = (4m1 − 1)z + 3m1 |Q2z+1| = 3m1

|P2z+2| = (4m1 − 1)z + 3m1 |Q2z+2| = m1

|P2z+3| = (4m1 − 1)z + 2m1 |Q2z+3| = 0

|P2z+4| = (4m1 − 1)z + 1 |Q2z+4| = 0

..................

|P4z+2| = 4m1 |Q2z+4| = 0

|P4z+3| = 2m1 |Q2z+4| = 0

f(n,m) =
2n− 3

2m− 1
=

4n1 − 3

4m1 − 1
=

4(4m1 − 1)z + 12m1 − 3

4m1 − 1
= 4z + 3

Ïî-ãîðå ïîêàçàõìå ðåàëèçàöèÿ ñ 4z + 3 õîäà, òîåñò êîãàòî n è m ñà ÷åòíè f(n,m) =
⌈

2n−4
2m−1

⌉
4.1.2 Àêî m å íå÷åòíî, m = 2m1 + 1, m1 ∈ N

n ≡ m+ 1 (mod 2m− 1)⇒ 2n1 ≡ 2m1 + 2 (mod 4m1 + 1)⇒ n1 ≡ m1 + 1 (mod 4m1 + 1)

Äà äîïóñíåì, ÷å ñà âúçìîæíè òðè ïîñëåäîâàòåëíè α åëåìåíòà ðàâíè íà m. Äà ðàçãëåäàìå
ðåäà íà α-èòå.

[...,m − 1,m,m,m,m − 1, ...] Íåêà áðîÿò íà α åëåìåíòèòå ðàâíè íà m îò ëÿâàòà ñòðàíà íà
òðèòå m å x1, à áðîÿò íà òåçè ðàâíè m − 1 å y1, àíàëîãè÷íî çà äÿñíàòà ñòðàíà − x2 è y2. Â
ñåêöèÿ 3.1.1, êîãàòî ðàçãëåæäàìå ñëó÷àèòå çà ïîñëåäîâàòåëíè α åëåìåíòà ðàâíè íà m ñå âèæäà,
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÷å ñàìî â 2 ñë. èìà òðè ïîñëåäîâàòåëíè m è ñàìî â 2 ñë. èìà ïîñëåäîâàòåëíè m â ñðåäàòà íà
ðåäà, îòêúäåòî ñëåäâà, ÷å îò ëÿâàòà ñòðàíà íà òðåòå m íÿìàìå íèêúäå äâà ïîñëåäîâàòåëíè α
åëåìåíòà ðàâíè íà m, òîåñò x1 ≤ y1. Îò ïúðâîòî èçðå÷åíèå â òåîðåìà 3.14 ñëåäâà, ÷å â äÿñíàòà
ñòðàíà ìîæå äà èìà íàé-ìíîãî äâà ïîñëåäîâàòåëíè α åëåìåíòà ðàâíè íà m, òîåñò x2 ≤ y2 + 1.
Ñúáèðàéêè äâåòå íåðàâåíñòâà ïîëó÷àâàìå:
x1 + x2 ≤ y1 + y2 + 1, íî îò äðóãà ñòðàíà çíàåì, ÷å x1 + x2 = y1 + y2 è çàìåñâàéêè ïîëó÷àâàìå:
x1+x2 ≤ x1+x2+1, òîåñò å âúçìîæíî äà ñå îòêëîíèì ñ íàé-ìíîãî åäíî îò ñëó÷àÿ íà ðàâåíñòâî
â ãîðíèòå äâå íåðàâåíñòâà.

Îò ñëåäñòâèå 3.11, ñëåäâà ÷å àêî α(m,Mi) = α(m,Mi+1) = α(m,Ri+2) = m, òî P3 ≡ T1, à
Qi+2 ≡ T3 èëè îáðàòíîòî. Òîåñò α(m,M1) + α(m,M2) + ...+ α(m,Mi) + α(m,Mi+1) = n1

1 ñë. x1 = y1

Äà ðàçãëåäàìå ñóìàòà ïî-ãîðå ïî ìîäóë 4m1 + 1:

α(m,M1)+α(m,M2)+ ...+α(m,Mi)+α(m,Mi+1) ≡ x1m+y1(m−1)+2m ≡ x1(2m−1)+2m ≡
≡ x1(4m1 + 1) + 4m1 + 2 ≡ 1 (mod 4m1 + 1), à îò äðóãà ñòðàíà:
α(m,M1) + α(m,M2) + ...+ α(m,Mi) + α(m,Mi+1) ≡ n1 ≡ m1 + 1 (mod 4m1 + 1)⇒
⇒ 1 ≡ m1 +1 (mod 4m1 +1)⇒ m1 ≡ 0 (mod 4m1 +1), íî 0 < m1 < 4m1 +1, ñ êîåòî ñòèãàìå äî
ïðîòèâîðå÷èå.

2 ñë. x1 + 1 = y1

α(m,M1) + α(m,M2) + ... + α(m,Mi) + α(m,Mi+1) ≡ x1m + y1(m − 1) + 2m ≡ x1m + (x1 +
1)(m− 1) + 2m ≡
≡ x1(2m− 1) + 3m− 1 ≡ x1(4m1 + 1) + 6m1 + 2 ≡ 2m1 + 1 (mod 4m1 + 1), à îò äðóãà ñòðàíà:
α(m,M1) + α(m,M2) + ...+ α(m,Mi) + α(m,Mi+1) ≡ n1 ≡ m1 + 1 (mod 4m1 + 1)⇒
⇒ 2m1 + 1 ≡ m1 + 1 (mod 4m1 + 1) ⇒ m1 ≡ 0 (mod 4m1 + 1), íî 0 < m1 < 4m1 + 1, ñ êîåòî
ñòèãàìå äî ïðîòèâîðå÷èå.

È äâàòà ñëó÷àÿ âîäÿò äî ïðîòèâîðå÷èå, òîåñò íå ñà âúçìîæíè òðè ïîñëåäîâàòåëíè α åëåìåíòà
ðàâíè íà m. Òîåñò ðåäà íà α-èòå ùå èçãëåæäà òàêà:

[m,m− 1,m,m− 1, ...,m,m− 1,m,m,m− 1,m,m− 1, ...,m,m− 1,m,m]

Îò ñëåäñòâèå 3.12 çíàåì, ÷å äâà ïîñëåäîâàòåëíè α åëåìåíòà ðàâíè íà m, â ñðåäàòà íà ðåäà, ìî-
ãàò äà ñå ñëó÷àò ñàìî àêî Pi ≡ T1 è Qi ≡ T2. Îò Ëåìà 3.6 ñëåäâà, ÷å pi = 0⇒ Pi+1 ≡ T1. Îñâåí
òîâà îò Ëåìà 3.3 ñëåäâà, ÷å Qi+2 ≡ T3, òîåñò ìåæäó i+ 1 è i+ 2 õîä åäíàòà ÷àñò ñå èçïðàçâà ⇒
⇒ α(m,M1)+α(m,M2)+ ...+α(m,Mi)+qi+1 = pi+1+α(m,Mi+2)+α(m,Mi+3)+ ...+α(m,Mk)⇒
⇒ m+m− 1+m+m− 1+ ...+m+m− 1+m+ pi+1 = qi+1+m− 1+m+ ...+m− 1+m+m⇒
⇒ (2m− 1)u+ pi+1 = qi+1 + (2m− 1)v ⇒ (2m− 1)(u− v) = qi+1 − pi+1 = m− 2pi+1 ⇒
⇒ 2m− 1/m− 2pi+1, íî m− 2pi+1 6= 0, çàùîòî m å íå÷åòíî è −(2m− 1) < m− 2pi+1 < 2m− 1,
ñ êîåòî ñòèãàìå äî ïðîòèâîðå÷èå. Òîåñò â òîçè ñëó÷àé f(n,m) =

⌈
2n−4
2m−1

⌉
+ 1

4.2 Àêî n å íå÷åòíî, n = 2n1 + 1, n1 ∈ N

Íåêà x å áðîÿò íà α åëåìåíòèòå ðàâíè íàm èëèm+1, à y å áðîÿò íà α åëåìåíòèòå ïî-ìàëêè îòm.

14



Îò òåîðåìà 3.26 ñëåäâà, ÷å x ≤ y+2, à îò äîïóñêàíåòî ñëåäâà, ÷å x+ y = 2n−3
2m−1

. Äà äîïóñíåì,
÷å ñå äîñòèãà ðàâåíñòâî â ãîðíîòî íåðàâåíñòâî. Â òàêúâ ñëó÷àé ñëåä çàìåñòâàíå ñå ïîëó÷àâà:
2y + 2 = 2n−3

2m−1
, íî ÷èñëîòî îò äÿñíàòà ñòðàíà å íå÷åòíî, çà ðàçëèêà îò òîâà îò ëÿâàòà, ñ êîåòî

ñòèãàìå äî ïðîòèâîðå÷èå. Òîåñò ðàâåíñòâî íå ñå äîñòèãà⇒ x ≤ y+1. Îò çàáåëåæêà 3.20 ñëåäâà,
÷å α åëåìåíò ðàâåí íà m+ 1 ìîæå äà ñå ñðåùíå íàé-ìíîãî âåäíúæ.

2n−3
2m−1

+ 1 = x+ y + 1 ≥ 2x
n ≤ m + 1 + (x − 1)m + y(m − 1) = x + 1 + x(m − 1) + y(m − 1) = x + 1 + (x + y)(m − 1) ≤
x+ 1 + (2n−3)(m−1)

2m−1
⇒

⇒ 2nm−n ≤ x(2m−1)+2m−1+2nm−3m−2n+3⇒ n+m−2 ≤ x(2m−1)⇒ 2n−3+2m−1 ≤
2x(2m− 1)⇒
⇒ 2n−3

2m−1
+1 ≤ 2x ≤ 2n−3

2m−1
+1, îòêúäåòî ñëåäâà, ÷å èñêàíîòî å âúçìîæíî åäèíñòâåíî, àêî íàâñÿêúäå

ïî-ãîðå íåðàâåíñòâàòà ñà áèëè ðàâåíñòâà, òîåñò èìàìå åäèí α åëåìåíò ðàâåí íà m+1 è áðîÿò α
åëåìåíòè ðàâíè íà m å ðàâåí íà òîçè ðâíè íà m− 1. Äà ðàçãëåäàìå ðåäà íà α-èòå è ïîëçâàéêè
Ëåìà 3.21 è Ëåìà 3.22 ðàçáèðàìå, ÷å ùå èçãëåæäà òàêà:

[...,m−1,m+1,m−1, ...] Íåêà áðîÿò íà α eëåìåíòèòå ðàâíè íà m îò ëÿâàòà ñòðàíà íà m+1
å x1, à áðîÿò íà òåçè ðàâíè m− 1 å y1, àíàëîãè÷íî çà äÿñíàòà ñòðàíà - x2 è y2. Îò ñëó÷àèòå çà
äâà ïîñëåäîâàòåëíè α åëåìåíòà ðàâíè íà m â ñåêöèÿ 3.1.2 ñëåäâà, ÷å îò ëÿâàòà ñòðàíà íÿìàìå
íèêúäå äâà ïîñëåäîâàòåëíè α åëåìåíòà ðàâíè íà m, òîåñò x1 ≤ y1, à îò äÿñíàòà ìîæå äà èìà
íàé-ìíîãî äâà ïîñëåäîâàòåëíè, òîåñò x2 ≤ y2 + 1. Ñúáèðàéêè äâåòå íåðàâåíñòâà ïîëó÷àâàìå:
x1 + x2 ≤ y1 + y2 + 1, íî îò äðóãà ñòðàíà çíàåì, ÷å x1 + x2 = y1 + y2 è çàìåñâàéêè ïîëó÷àâàìå:
x1 + x2 ≤ x1 + x2 + 1, òîåñò å âúçìîæíî îòêëîíåíèå ñ íàé-ìíîãî åäíî îò ñëó÷àÿ íà ðàâåíñòâî â
ãîðíèòå äâå íåðàâåíñòâà.

Îò Ëåìà 3.19 è îò çàáåëåæêà 3.20 ñëåäâà, ÷å àêî α(m,Mi) = m+1, òî Pi+1 ≡ T3, à Qi+1 ≡ T2,
êàòî |Qi+1| = n1, òîåñò äî òîçè ìîìåíò áðîÿò íà ñèâèòå êëåòêè å íàìàëÿë ñ n1 + 1 ⇒
⇒ α(m,M1) + α(m,M2) + ...+ α(m,Mi) = 1 + α(m,Mi+1) + α(m,Mi+2) + ...+ α(m,Mk)⇒
⇒ x1m+ y1(m− 1) +m+ 1 = 1 + x2m+ y2(m− 1)⇒ x1m+ y1(m− 1) +m = x2m+ y2(m− 1)

1 ñë. x1 = y1 è x2 = y2, çàìåñâàéêè â ãîðíîòî ðàâåíñòâî, ïîëó÷àâàìå:
x1(2m− 1)+m = x2(2m− 1)⇒ 2m− 1/m, íî 0 < m < 2m− 1, ñ êîåòî ñòèãàìå äî ïðîòèâîðå÷èå.

2 ñë. x1 + 1 = y1 è x2 = y2 + 1, çàìåñâàéêè â ãîðíîòî ðàâåíñòâî, ïîëó÷àâàìå:
x1m+ (x1 + 1)(m− 1) +m = (y2 + 1)m+ y2(m− 1)⇒ (x1 + 1)(2m− 1) = m+ y2(2m− 1)⇒
⇒ 2m− 1/m è àíàëîãè÷íî ñòèãàìå äî ïðîòèâîðå÷èå, òîåñò f(n,m) =

⌈
2n−4
2m−1

⌉
+ 1.

Îáîùàâàéêè âñè÷êèòå ðàçãëåäàíè ñëó÷àè â òàçè ñåêöèÿ, ïîëó÷àâàìå:

f(n,m) =

{
2n−3
2m−1 , êîãàòî n è m ñà ÷åòíè
2n−3
2m−1 + 1, êîãàòî ïîíå åäíî îò n è m å íå÷åòíî
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5 Ñòîéíîñòè íà f(n,m) çà n ≤ 4m

Àêî 1 ≤ n ≤ m, î÷åâèäíî f(n,m) = 1

Íåêà n = m+ 1
Ñúñ ñèãóðíîñò ùå îñòàíå ïîíå åäíî êâàäðàò÷å, â êîåòî ìîæå äà áúäå ïðèíöåñàòà â êðàÿ íà
ïúðâèÿ äåí ⇒ f(m+ 1,m) ≥ 2

Íåêà n = 2m+ 1 è |P1| = m+ 1 è |Q1| = m.
Íåêà p1 = 0, q1 = m; p2 = m, q2 = 0.
Â òàêúâ ñëó÷àé: |P2| = m, |Q2| = 0; |P3| = |Q3| = 0⇒ f(2m+ 1,m) ≤ 2

Çíàåì, ÷å 2 ≤ f(m+ 1,m) ≤ f(2m+ 1,m) ≤ 2, òîåñò àêî m+ 1 ≤ n ≤ 2m+ 1, òî f(n,m) = 2

Íåêà n = 2m+ 2
Îò ñëåäñòâèå 3.2 ⇒ α(m,M1) ≤ m è α(m,P2 ∪Q2) ≤ m⇒ |M3| ≥ 2⇒ f(n,m) ≥ 3

Íåêà n = 3m− 1
Àêî 3m− 1 e ÷åòíî ⇒ m = 2m1 + 1⇒ n = 6m1 + 2, êàòî |P1| = |Q1| = 3m1 + 1

Íåêà p1 = 0, q1 = 2m1 + 1; p2 = m1 + 1, q2 = m1; p3 = 2m1 + 1, q3 = 0.
Â òàêúâ ñëó÷àé: |P2| = 3m1 + 1, |Q2| = m1; |P3| = 2m1, |Q3| = 0; |P4| = |Q4| = 0⇒
⇒ f(3m− 1,m) ≤ 3.

Àêî 3m− 1 e íå÷åòíî, òîåñò m = 2m1 ⇒ n = 6m1 − 1, êàòî |P1| = 3m1, |Q1| = 3m1 − 1.
Íåêà p1 = 0, q1 = 2m1; p2 = m1, q2 = mq; p3 = 2m1, q3 = 0.
Â òàêúâ ñëó÷àé|P2| = 3m1−1, |Q2| = m1; |P3| = 2m1, |Q3| = 0; |P4| = |Q4| = 0⇒ f(3m−1,m) ≤ 3.

Çíàåì, ÷å 3 ≤ f(2m+2,m) ≤ f(3m−1,m) ≤ 3, òîåñò àêî 2m+2 ≤ n ≤ 3m−1, òî f(n,m) = 3

Íåêà n = 3m
Àêî m å ÷åòíî, òîåñò m = 2m1 ⇒ n = 6m1, êàòî |P1| = |Q1| = 3m1

Íåêà p1 = 0, q1 = 2m1; p2 = m1, q2 = m1; p3 = 2m1, q3 = 0.
Â òàêúâ ñëó÷àé |P2| = 3m1, |Q2| = m1; |P3| = 2m1, |Q3| = 0; |P4| = |Q4| = 0⇒ f(3m,m) = 3

Àêîm å íå÷åòíî, òîåñòm = 2m1+1⇒ n = 6m1+3. Äà äîïóñíåì, ÷å å âúçìîæíî f(3m,m) = 3

Àêî â ðåäà íà α-èòå ïðèñúñòâà åëåìåíòúò m+ 1. Îò Ëåìà 3.19 ñëåäâà, ÷å àêî òîâà ñå ñëó÷è
òî Pi ≡ T1, à Qi ≡ T2, êàòî ïðè òîâà |Qi| = m = 2m1 + 1. Çà äà ñå ñòèãíå äî òàçè ñèòóàöèÿ íè
òðÿáâà ïîíå åäèí õîä. Ñúùî òàêà çíàåì, ÷å Pi+1 ≡ T2, êàòî |Pi+1| = 3m1 + 1, Qi+1 ≡ T4. Îò òàçè
ïîçèöèÿ íè òðÿáâàò ïîíå 2 õîäà, çà äà ïðèêëþ÷èì èãðàòà, çàùîòî íå ìîæåì äà åëèìèíèðàìå
3k + 1 ñèâè êëåòêè çà åäèí õîä. Òîåñò îáùî ùå íè òðÿáâàò ïîíå 4 õîäà, ñ êîåòî ñòèãàìå äî
ïðîòèâîðå÷èå.

Àêî â ðåäà íà α-èòå íå ïðèñúñòâà ÷èñëîòî m+ 1, òî òîé òðÿáâà äà èçãëåæäà òàêà: [m,m,m]
Íåêà P1 ≡ T1 è Q1 ≡ T2, êàòî |P1| = 3m1 + 2, |Q1| = 3m1 + 1
Îò Ëåìà 3.18⇒ α(q1, Q1) ≤ q1−1⇒ α(m,M1) = α(p1, P1)+α(q1, Q1) ≤ (p1+1)+(q1−1) = m, êàòî
ðàâåíñâî ñå äîñòèãà åäèíñòâåíî ïðè α(p1, P1) = p1+1, à îò Ëåìà 3.16⇒ p1 = 0⇒ q1 = 2m1+1⇒
Q2 6≡ T1, à P2 ≡ T2, êàòî |P2| = 3m1+1⇒ α(m,M2) = α(p2, P2)+α(q2, Q2) ≤ (p2−1)+q2 = m−1,
ñ êîåòî ñòèãàìå äî ïðîòèâîðå÷èå.

Òîåñò ïðè n = 3m è n íå÷åòíî f(3m,m) ≥ 4

Íåêà n = 3m+ 1
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Àêî 3m+1 å ÷åòíî î÷åâèäíî ùå íè òðÿáâàò ïîíå ÷åòèðè õîäà, çàùîòî íà âñåêè õîä íàìàëÿ-
âàìå áðîÿ íà ñèâèòå êâàäðàò÷åòà íàé-ìíîãî ñ m.

Àêî 3m+ 1 å íå÷åòíî è äîïóñíåì, ÷å f(3m+ 1,m) = 3, àíàëîãè÷íî íà ñëó÷àÿ 3m − íå÷åòíî
ñòèãàìå äî ïðîòèâîðå÷èå, ñ åäèíñòâåíàòà ðàçëèêà, ÷å âå÷å çíàåì åëåìåíòúò m + 1 ñå ñúðæà â
ðåäà íà α-èòå è íå å íóæíî äà ñå ðàçãëåæäàò äâà ñëó÷àÿ.

Òîåñò f(3m+ 1,m) ≥ 4.

Íåêà n = 4m
Íåêà p1 = 0, q1 = m; p2 = 0, q2 = m; p3 = m, q3 = 0; p4 = m, q4 = 0.

Â òàêúâ ñëó÷àé: |P2| = 2m, |Q2| = m; |P3| = 2m, |Q3| = 0; |P4| = m, |Q2| = 0;|P5| = |Q5| = 0⇒
⇒ f(4m,m) ≤ 4

Çíàåì, ÷å 4 ≤ f(3m+ 1,m) ≤ f(4m,m) ≤ 4, òîåñò àêî 3m+ 1 ≤ n ≤ 4m, òî f(n,m) = 4.

Êîìáèíèðàéêè ãîðíèòå òâúðäåíèÿ, ïîëó÷àâàìå:

f(n,m) =


1, ïðè 1 ≤ n ≤ m

2, ïðè m+ 1 ≤ n ≤ 2m+ 1

3, ïðè 2m+ 2 ≤ n ≤ 3m− 1

4, ïðè 3m+ 1 ≤ n ≤ 4m

è f(3m,m) =

{
3, àêî m å ÷åòíî

4, àêî m å íå÷åòíî
(4)

6 Îáùà ôîðìóëà çà f(n,m)

f(n,m) =



1, àêî n ≤ m⌈
f(n,1)
2m−1

⌉
, àêî n > m è n 6≡ m+ 1 (mod 2m− 1)⌈

f(n,1)
2m−1

⌉
, àêî n è m ÷åòíè è n ≡ m+ 1 (mod 2m− 1)⌈

f(n,1)
2m−1

⌉
+ 1, àêî ïîíå åäíî òî n è m å íå÷åòíî è n ≡ m+ 1 (mod 2m− 1)

7 Çàêëþ÷åíèå è áúäåùî ðàçâèòèå

Â òîçè ïðîåêò íèå èçñëåäâàõìå ïî-çàäúëáî÷åíî ôóíêöèÿòà f(n,m). Äîñåãà áÿõà èçâåñòíè ðå-
çóëòàòè ñàìî çà f(n, 1), à íèå óñïÿõìå äà ïðåñìåòíåì ñòîéíîñòòà íà f(n,m).

Â áúäåùè ñòàòèè ïî òàçè òåìà áèõìå èñêàëè äà èçñëåäâàìå ñúùåñòâóâàíåòî íà ñòðàòåãèÿ çà
îòêðèâàíå íà ïðèíöåñàòà â ïî-ñëîæíè êîíôèãóðàöèè.
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