
ÄÂÀÄÅÑÅÒÀ Ó×ÅÍÈ×ÅÑÊÀ

ÊÎÍÔÅÐÅÍÖÈß ÓÊ'20

ÒÅÌÀ ÍÀ ÏÐÎÅÊÒÀ:

Îïòèìàëíè ñòðàòåãèè çà íàìèðàíå

íà ïðèíöåñà â ëèíååí ãðàô

Àâòîð:

Àíãåë Ðàé÷åâ è Äèìèòúð Ðóñåâ
Ñîôèÿ, Áúëãàðèÿ

125 ÑÓ "Áîÿí Ïåíåâ", 10 êëàñ

E-mail: angel11drakon@gmail.com

Íàó÷åí ðúêîâîäèòåë:

Äèìèòúð Äèìèòðîâ, ó÷èòåë ïî ìàòåìàòèêà â 125 ÑÓ

1



Ñúäúðæàíèå

1 Óâîä 3

2 Ôóíêöèÿòà f(n,m) 3

3 Ñâîéñòâà íà ôóíêöèÿòà f(n,m) 3
3.1 Ìîíîòîííîñò íà f(n,m) îòíîñíî n . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3

4 Îáùà ôîðìóëà çà f(n,m) 5
4.1 Äîëíà ãðàíèöà çà f(n,m) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

4.1.1 Àêî n å ÷åòíî . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
4.1.2 Àêî n å íå÷åòíî . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

4.2 Ãîðíà ãðàíèöà . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
4.2.1 Àêî n å ÷åòíî . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
4.2.2 Àêî n å íå÷åòíî . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

5 Ñòîéíîñòè íà f(n,m) çà n ≤ 4m è m > 1 17

6 Ñòîéíîñòè íà f(n, 1) 18
6.1 Àêî n å ÷åòíî . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
6.2 Àêî n å íå÷åòíî . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

7 Âðúçêà ìåæäó f(n,m) è f(n, 1) 20

8 Çàêëþ÷åíèå è áúäåùî ðàçâèòèå 20

Àáñòðàêò

Ðàçãëåæäàìå ëèíååí ãðàô ñ n âúðõà è ïðèíöåñà, êîÿòî ñå íàìèðà â ïðîèçâîëåí âðúõ. Îïèòâàìå ñå
äà íàìåðèì ïðèíöåñàòà ñ ìèíèìàëåí áðîé õîäîâå, êàòî âñåêè õîä ñå ñúñòîè îò ïðîâåðêà íà m âúðõà è
ïðåìåñòâàíåòî íà ïðèíöåñàòà â ñúñåäåí âðúõ.
Â òàçè ñòàòèÿ äåôèíèðàìå ôóíêöèÿòà f(n,m), êîÿòî ïðåäñòàâëÿâà ìèíèìàëíèÿò áðîé õîäîâå, ñëåä
êîèòî ñìå ñèãóðíè, ÷å ùå îòêðèåì ïðèíöåñàòà. Íàìèðàìå ñòîéíîñòòà íà ôóíêöèÿòà èçðàçåíà ÷ðåç n è
m è ïðàâèì âðúçêà ìåæäó f(n,m) è f(n, 1). Îñâåí òîâà äîêàçâàìå, ÷å ôóíêöèÿòà å ìîíîòîííî ðàñòÿùà
îòíîñíî áðîÿ íà âúðõîâåòå n.
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1 Óâîä

Ðàçãëåæäàìå ëèíååí ãðàô ñ n âúðõà è ïðèíöåñà, êîÿòî ñå íàìèðà â ïðîèçâîëåí âðúõ. Îïèòâàìå ñå
äà íàìåðèì ïðèíöåñàòà ñ ìèíèìàëåí áðîé õîäîâå, êàòî âñåêè õîä ñå ñúñòîè îò ïðîâåðêà íà m âúðõà è
ïðåìåñòâàíåòî íà ïðèíöåñàòà â ñúñåäåí âðúõ.

Â òàçè ñòàòèÿ äåôèíèðàìå ôóíêöèÿòà f(n,m), êîÿòî ïðåäñòàâëÿâà ìèíèìàëíèÿò áðîé õîäîâå, ñëåä
êîèòî ñìå ñèãóðíè, ÷å ùå îòêðèåì ïðèíöåñàòà. Íàìèðàìå ñòîéíîñòòà íà ôóíêöèÿòà èçðàçåíà ÷ðåç n è
m è ïðàâèì âðúçêà ìåæäó f(n,m) è f(n, 1). Îñâåí òîâà äîêàçâàìå, ÷å ôóíêöèÿòà å ìîíîòîííî ðàñòÿùà
îòíîñíî áðîÿ íà âúðõîâåòå n.

Çàäà÷àòà å ïîñòàâåíà çà ïðúâ ïúò ïðåç 2014 îò Gary Antonick [2].

Åìèë Êîëåâ è Íèêîëàé Áåëóõîâ äîêàçâàò, ÷å â ëèíååí ãðàô ïðè m = 1 ñúùåñòâóâà ñòðàòåãèÿ çà
íàìèðàíåòî íà ïðèíöåñàòà. Òå ñúùî õàðàêòåðèçèðàò âñè÷êè ãðàôè, çà êîèòî ñúùåñòâóâà ñòðàòåãèÿ
ïðè m = 1 [1].

Â òàçè ñòàòèÿ èçïîëçâàìå èäåÿòà çà ñòðàòè íà ãðàô, êîÿòî è Åìèë Êîëåâ è Íèêîëàé Áåëóõîâ èç-
ïîëçâàò. Òå ïðåäñòàâëÿâàò íà÷èí íà îöâåòÿâàíå íà âúðõîâåòå íà ãðàô, òàêà ÷å âñè÷êè ñúñåäíè âúðõîâå
ñà îò ðàçëè÷åí öâÿò [1].

2 Ôóíêöèÿòà f(n, m)
Äåôèíèðàìå ôóíêöèÿòà f(n,m), êîÿòî ïðèåìà ñòîéíîñò ìèíèìàëíèÿ áðîé õîäîâå, êîèòî ñà íóæíè

çà îòêðèâàíåòî íà ïðèíöåñàòà ñ ïðîâåðêà íà m âúðõà íà âñåêè õîä â ëèíååí ãðàô ñ n âúðõà.

Î÷åâèäíî, f(n,m) ≤ g(n,m) çà âñÿêà äðóãà ñòðàòåãèÿ g.
Ùå ïðèåìåì, ÷å n,m ∈ N è n > m, çàùîòî f(n,m) = 1 çà âñè÷êè n ≤ m. Íåêà ñúùî f(n,m) = ∞,
êîãàòî íå ñúùåñòâóâà ñòðàòåãèÿ çà îòêðèâàíå íà ïðèíöåñàòà.

Åìèë Êîëåâ è Íèêîëàé Áåëóõîâ äîêàçâàò, ÷å f(n, 1) = 2n− 4 çà âñÿêî n ≥ 3

3 Ñâîéñòâà íà ôóíêöèÿòà f(n, m)
3.1 Ìîíîòîííîñò íà f(n, m) îòíîñíî n

Ùå äîêàæåì, ÷å f(n,m) å ðàñòÿùà ñïðÿìî n.

Òåîðåìà 3.1.
n1 ≤ n2 ⇐⇒ f(n1,m) ≤ f(n2,m) 6=∞

Äîêàçàòåëñòâî.
Íåêà A è B ñà ëèíåéíè ãðàôè ñ n1 è n2 âúðõà ñúîòâåòíî è B

′ ⊂ B å èçîìîðôè÷åí íà A.

|A| = n1, |B| = n2, A ≡ B′ ⊆ B

Ðàçáèâàìå ãðàôà B íà B′ è B \B′, êàòî B = B′ ∪ (B \B′).
Ùå ðàçãëåäàìå íÿêîÿ ñòðàòåãèÿ g çà B è ùå íàïðàâèì ñúîòâåòñòâèå íà õîäîâåòå â B′ è B\B′ è õîäîâåòå
çà äðóãà ñòðàòåãèÿ g′ çà A.
Íåêà èçáðàíèòå âúðõîâå çà õîä íîìåð i â ñòðàòåãèÿòà g å ìíîæåñòâîòî Yi, à çà ñúîòâåòíàòà ñòðàòåãèÿ
çà A - g′ å ìíîæåñòâîòî Y ′i . ßñíî å, ÷å |B′ ∩ Yi|+ |(B \B′) ∩ Yi| = m
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Çà âñåêè õîä íàïúëíî èëè ÷àñòè÷íî â B′ çà g ùå èçïúëíÿâàìå õîäîâå â A, à çà õîäîâå íàïúëíî â B \B′
íÿìà äà èçïúëíÿâàìå õîäîâå â A. Àêî äàäåí õîä çà g å ñàìî ÷àñòè÷íî â B′ íÿìà äà ñå âúçïîëçâàìå îò
îñòâàùèòå m− |B′ ∩ Yi| õîäà è ùå èãðàåì â ïðîèçâîëíè âúðõîâå ñ òÿõ.

|B′ ∩ Yi| ≥ 1⇒ Y ′i = (B′ ∩ Yi) ∪ ïðîèçâîëíè õîäîâå â A íà áðîé m− |B′ ∩ Yi|

Íåêà ðàçãëåäàìå ñëó÷àèòå, êîãàòî â ñòðàòåãèÿòà g ïðàâèì íÿêîëêî ïîñëåäîâàòåëíè õîäîâå èçöÿëî â
B \B′.
Íåêà Ti å ìíîæåñòâîòî íà âúðõîâå, êúäåòî ìîæå äà ñå íàìèðà ïðèíöåñòà ñëåä õîä i çà g, à T ′i çà g′.
Òîåñò ñìå ñèãóðíè, ÷å ïðèíöåñàòà íå ñå íàìèðà â íèòî åäèí âðúõ îò B \ Ti ñëåä i-òèÿ õîä.
Äåôèíèðàìå ôóíêöèÿòà N(Ti, x) êàòî ìíîæåñòâîòî îò âúðõîâå, êúäåòî ïðèíöåñàòà ìîæå äà ñå íàìèðà
ñëåä x õîäà.
Ñëåä ÷åòåí áðîé õîäîâå ïðèíöåñàòà íÿìà äà ñå ïðåìåñòè â äðóãàòà ñòðàòà è Ti+x ⊆ N(Ti, x), à ñëåä
íå÷åòåí áðîé, òÿ ùå ñå ïðåìåñòè â äðóãàòà ñòðàòà è íå å ñèãóðíî äàëè Ti+x ⊆ N(Ti, x).

Ti+2k ⊆ N(Ti, 2k), íî Ti+2k+1 6⊆ N(Ti, 2k + 1)

Òîâà ñâîéñòâî ñå çàïàçâà è çà ïîçèöèèòå ñàìî â B′:

(Ti+2k ∩B′) ⊆ N(Ti, 2k) ∩B′, íî (Ti+2k+1 ∩B′) 6⊆ N(Ti, 2k + 1) ∩B′

Ðàçãëåæäàìå ñëó÷àÿ, êîãàòî èìà íÿêîëêî ïîñëåäîâàòåëíè õîäà â B \B′:

|B′ ∩ Yi| = 0⇒ (Ti+2k ∩B′) ≡ N(Ti, 2k) ∩B′

Íî ñëåä íå÷åòåí áðîé õîäîâå, ïðèíöåñàòà ñå ïðåìåñòâà â äðóãàòà ñòðàòà:

|B′ ∩ Yi| = 0⇒ (Ti+2k+1 ∩B′) 6≡ N(Ti, 2k + 1) ∩B′

Àêî çà õîäîâå èçöÿëî â B \B′ íå ïðàâèì õîäîâå â A, òî:

T ′i+1 ⊆ (N(Ti, x) ∩B′) 6≡ (Ti+x ∩B′), çà 2 - x

Ìîæåì äà íàïðàâèì ïðîèçâîëåí õîä â A, òàêà ÷å ïðè íå÷åòíî x äà èçáåãíåì òîçè ïðîáëåì:

T ′i+2 = N(T ′i+1, 1) ∩B′ = N(N(Ti, 2k + 1) ∩B′, 1) ∩B′ = (N(Ti, 2k + 2) ∩B′) ⊆ (Ti+2k+1 ∩B′)

À ñëåä ÷åòåí áðîé õîäîâå:
T ′i+1 = (N(Ti, 2k) ∩B′) ⊆ (Ti+2k ∩B′)

Òúé êàòî, B′ ⊆ B è çà âñåêè 2 èëè ïîâå÷å õîäîâå â B \B′ ñïåñòÿâàìå õîäîâå â ñòðàòåãèÿòà çà A, òî:
Õîäîâå â A = Õîäîâå â B′ + áîíóñ ïðîèçâîëíè õîäîâå ≤ Õîäîâå â B
Ìîæåì äà èçáåðåì g(n2,m) = f(n2,m), à f(n1,m) ≤ g′(n1,m) ïî äåôèíèöèÿ, òî:

f(n1,m) ≤ g′(n1,m) ≤ g(n2,m) = f(n2,m)

4



4 Îáùà ôîðìóëà çà f(n, m)
Â òàçè ÷àñò ùå èçðàçèì f(n,m) ÷ðåç n è m çà n > 4m è m > 1

Çà óäîáñòâî ùå ïðåäñòàâèì ãðàôà êàòî òàáëèöà n× 1. Ùå îöâåòÿâàìå åäíî êâàäðàò÷å â: ñèâî, àêî
èìà øàíñ ïðèíöåñàòà äà å â íåãî, â áÿëî, àêî ïðèíöåñàòà íå â íåãî è â ÷åðíî, àêî ïðîâåðÿâàìå äàëè
ïðèíöåñàòà å â íåãî íà ñúîòâåòíèÿ õîä. Çàáåëÿçâàìå, ÷å àêî ïðèíöåñàòà ñå íàìèðà íà ÷åòíà ïîçèöèÿ,
òî íà ñëåäâàùèÿ äåí ùå ñå íàìèðà íà ÷åòíà è îáðàòíîòî, òîåñò ìîæåì äà ðàçäåëèì òàáëèöàòà íà
äâå ÷àñòè (ñòðàòè), â çàâèñèìîñò îò òîâà äàëè ïðèíöåñàòà å çàïî÷íàëà îò êâàäðàò÷å íà ÷åòíà èëè íà
íå÷åòíà ïîçèöèÿ.

Äåôèíèöèÿ 4.1.Íåêà T å ìíîæåñòâî îò êëåòêè, â êîèòî ìîæå äà áúäå ïðèíöåñàòà. Íåêà ïðîâåðèì t îò
òÿõ. Âå÷å çíàåì, ÷å ïðèíöåñàòà íå å â íèêîÿ îò ïðîâåðåíèãå êëåòêè, òîåñò ìíîæåñòâîòî T å íàìàëÿëî
ñ t êëåòêè. Íåêà íîâîïîëó÷åíîòî ìíîæåñòâî å X. Ðàçãëåæäàìå âñè÷êè ñúñåäè íà êëåòêèòå â X è íåêà
òîâà å ìíîæåñòâîòî T ′ − êëåòêèòå, â êîèòî ïðèíöåñàòà ìîæå äà ñå íàìèðà íà ñëåäâàùèÿ äåí.

α(t, T ) = max(|T | − |T ′|)

Äåôèíèöèÿ 4.2. Ùå îáîçíà÷àâàìå ðåäà íà α-èòå ÷ðåç:
(x1, x2, ..., xk) êàòî ñ xi îáîçíà÷àâàìå ñòîéíîñòòà íà α(m,Pi∪Qi) íà i-ÿò äåí, êúäåòî P è Q ñà ïîçèöèèòå
íà äâåòå ñòðàòè.

4.1 Äîëíà ãðàíèöà çà f(n, m)
Â òàçè ÷àñò ùå äîêàæåì, ÷å f(n,m) ≥ 2õ−4

2m−1

4.1.1 Àêî n å ÷åòíî

Ëåìà 4.1. α(t, T ) ≤ t

Äîêàçàòåëñòâî. |X| = |T | − t
Á.Î.Î. Ìíîæåñòâîòî X ñúäúðæà êëåòêè íà íå÷åòíè ïîçèöèè, òîãàâà âñÿêà êëåòêà èìà ñúñåä âäÿñíî,
òîåñò ìíîæåñòâîòî T ′ ñúäúðæà ïîíå òîëêîâà êëåòêè êîëêîòî X. Îòòóê ïîëó÷àâàìå íåðàâåíñòâîòî:
|T ′| ≥ |X| = |T | − t, òîåñò |T | − |T ′| ≤ t èëè α(t, T ) ≤ t

Íåêà ðàçãëåäàìå âñè÷êè âúçìîæíè ïîçèöèè íà êëåòêèòå âúâ âñÿêà îò äâåòå ñòðàòè.

T1

T2 ... ... .... ...

T3

Ëåìà 4.2. Àêî α(t, T2) = t è α(t′, T ′2) = t′, òî T ′′2 ≡ T3

Äîêàçàòåëñòâî. Îçíà÷àâàìå ñ B0, B1, ..., Bw ãðóïèòå îò êâàäðàò÷åòà â T2, à ñ b0, b1, ..., bw áðîÿ íà ïðî-
âåðåíèòå êâàäðàò÷åòà âúâ âñÿêà îò òÿõ.

... ... .... ...
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B0 B1 Bw

Çà âñÿêî i ≥ 1:

α(bi, Bi) =
{
bi, àêî bi = |Bi|
bi − 1, àêî bi < |Bi|

(1)

α(t, T2) = t åäèíñòâåíî, àêî çà âñÿêî i ≥ 1 bi = |Bi|

b0 ≤ m− (b1 + b2 + ...+ bw) = m− (|B1|+ |B2|+ ...+ |Bw|) = m− (|T2| − |B0|)
|T ′2| = |B′0| = |B0| − b0 ≥ |B0| −m+ |T2| − |B0| = |T2| −m

Àêî T ′2 ≡ T3 ⇒ T ′′2 ≡ T3, àêî ëè íå T ′2 ≡ T2
|B′0| = 0⇒ b′0 = 0 t′ = b′0+b′1+...+b′v = |B′1|+|B′2|+...+|B′v| = |T ′2| α(t′, T ′2) = t′ = |T ′2| ⇒ T ′′2 ≡ T3

Äåôèíèöèÿ 4.3. g(T2) = |B1|+ |B2|+ ...+ |Bw|

Ëåìà 4.3. Àêî g(T2) > m, òî α(t, T2) ≤ t− 1

Äîêàçàòåëñòâî. Äà äîïóñíåì, ÷å α(t, T2) = t. Çà äà ñå ñëó÷è òîâà, òî òðÿáâà bi = |Bi| çà âñÿêî i ≥ 1
m ≥ t = b0 + b1 + b2 + ...+ bw ≥ |B1|+ |B2|+ ...+ |Bw| = g(T2) > m
Îò ïîñëåäíîòî ïîëó÷àâàìå, ÷å m > m, êîåòî å íåâúçìîæíî.

Ëåìà 4.4. Àêî α(t, T1) = t > 0, òî α(t′, T ′1) ≤ t′ − 1.

Äîêàçàòåëñòâî. Åäèíñòâåíèÿò íà÷èí äà ñå ñëó÷è α(t, T1) = t å:

→

T ′1 ≡ T2 g(T ′1) = |T ′1| > m Îò Ëåìà 4.3. ⇒ α(t′, T ′1) ≤ t′ − 1

Íåêà ïîçèöèèòå íà äâåòå ñòðàòè ñà P è Q, à ïðîâåðåíèòå êâàäðàò÷åòà â òÿõ ñà p è q íà áðîé. Ùå
èçñëåäâàìå ñëó÷àèòå, â êîèòî èìàìå íÿêîëêî ïîñëåäîâàòåëíè α ðàâíè íà m.

1 ñë. P ≡ T1 è Q ≡ T1
Çà äà ìîæå α(m,P ∪Q) = m, òî α(p, P ) = p è α(q,Q) = q
Ïîíå åäíî îò p è q e ïî-ãîëÿìî îò íóëà. Íåêà p > 0
Îò Ëåìà 4.4. ⇒ α(p′, P ′) ≤ p′ − 1

2 ñë. P ≡ T1 è Q ≡ T2
Ùå äîêàæåì, ÷å íå å âúçìîæíî äà ñå ñëó÷àò 4 ïîñëåäîâàòåëíè α ðàâíè íà m.
Äîïóñêàìå ïðîòèâíîòî:
α(m,P ∪Q) = m è α(m,P ′ ∪Q′) = m ⇒ p = 0 è p′ = 0, çàùîòî â ïðîòèâåí ñëó÷àé îò Ëåìà 4.4. ùå ñòèã-
íåì äî ïðîòèâîðå÷èå. Ñúùî òàêà îò Ëåìà 3.2. ⇒ Q′′ ≡ T3. Çíàåì, ÷å P

′′ ≡ T1 è Q
′′ ≡ T3 ⇒ p′′ = m > 0

è îò Ëåìà 4.4. ñòèãàìå äî ïðîòèâîðå÷èå.
Òîåñò â òîçè ñëó÷àé ñà âúçìîæíè íàé-ìíîãî 3 ïîñëåäîâàòåëíè α-è ðàâíè íà m.

3 ñë. P ≡ T1 è Q ≡ T3 ⇒ p = m > 0 è îò Ëåìà 4.4. ⇒ α(p′, P ′) ≤ p′ − 1

4 ñë. P ≡ T2 è Q ≡ T2
Ùå äîêàæåì, ÷å íå å âúçìîæíî äà ñå ñëó÷àò 3 ïîñëåäîâàòåëíè α ðàâíè íà m.
Äîïóñêàìå ïðîòèâíîòî:
Îò Ëåìà 4.2. ⇒ P ′′ ≡ Q′′ ≡ T3, òîåñò α(m,P ′′ ∪Q′′) = 0, êîåòî å íåâúçìîæíî.
Òîåñò â òîçè ñëó÷àé ñà âúçìîæíè íàé-ìíîãî 2 ïîñëåäîâàòåëíè α ðàâíè íà m.
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5 ñë. P ≡ T2 è Q ≡ T3
Ùå äîêàæåì, ÷å íå å âúçìîæíî äà ñå ñëó÷àò 3 ïîñëåäîâàòåëíè α ðàâíè íà m.
Äîïóñêàìå ïðîòèâíîòî:
Îò Ëåìà 4.2. ⇒ P ′′ ≡ Q′′ ≡ T3, òîåñò α(m,P ′′ ∪Q′′) = 0, êîåòî å íåâúçìîæíî.
Òîåñò â òîçè ñëó÷àé ñà âúçìîæíè íàé-ìíîãî 2 ïîñëåäîâàòåëíè α ðàâíè íà m.

Âèæäàìå, ÷å ñàìî â 2 ñë., 4 ñë. è 5 ñë. èìàìå íÿêîëêî ïîñëåäîâàòåëíè α ðàâíè íà m, êàòî ïðè
òîâà òå ìîãàò äà ñå ñëó÷àò åäíîêðàòíî è îñâåí òîâà 4 ñë. è 5 ñë. íå ìîãàò äà ñå ñëó÷àò åäíîâðåìåííî.
Òîåñò ñàìî íà äâå ìåñòà ìîæå äà ñå ñëó÷è èñêàíîòî, êàòî â åäèíèÿ ñëó÷àé èìàìå 2 ïîñëåäîâàòåëíè
α ðàâíè íà m, à â äðóãèÿ − 3. Òîåñò çàïèñâàéêè ðåäà íà α-èòå â èãðàòà, áðîÿò íà ÷èñëàòà m ùå å ñ
íàé-ìíîãî 4 ïîâå÷å îò áðîÿ íà îñòàíàëèòå ÷èñëà. Íåêà áðîÿò íà ÷èñëàòàm å x, à íà îñòàíàëèòå ÷èñëà å y.

Çíàåì, ÷å x ≤ y + 4 ⇐⇒ 2mx+ (2m− 2)y − 4 ≤ (2m− 1)x+ (2m− 1)y
2n− 4 ≤ 2(mx+ (m− 1)y)− 4 = 2mx+ (2m− 2)y − 4 ≤ (2m− 1)x+ (2m− 1)y = (2m− 1)(x+ y)
Òîåñò 2n−4

2m−1 ≤ x+ y ≤ f(n,m), ñ êîåòî ñòèãàìå äî èñêàíîòî:

2n− 4
2m− 1 ≤ f(n,m)

4.1.2 Àêî n å íå÷åòíî

Íåêà ðàçãëåäàìå âñè÷êè âúçìîæíè ïîçèöèè íà êëåòêèòå âúâ âñÿêà îò äâåòå ñòðàòè.

T1

T2 ... ... .... ...

T3 ... ... .... ...

T4

Ëåìà 4.5. α(t, Ti) = t+ 1 åäèíñòâåíî ïðè t = 0 è i = 1,

Äîêàçàòåëñòâî. Íåêà X å ìíîæåñòâîòî Ti áåç ïðîâåðåíèòå t êëåòêè. Ïúðâî ùå äîêàæåì, ÷å i = 1.
Àêî i = 2 âñÿêà îò êëåòêèòå â X èìà ñúñåä âëÿâî, òîåñò |T ′| ≥ |X| = |T | − t⇒ t ≥ |T | − |T ′| = α(t, T2)
Àêî i = 3 íåêà îçíà÷èì ãðóïèòå îò êâàäðàò÷åòà â X ñ C0, C1, ..., Cw. Âñè÷êè êâàäðàò÷åòà â ãðóïèòå
C0, C1, ..., Cw−1 èìà ñúñåä âäÿñíî, äîêàòî òåçè â Cw èìàò ñúñåä âëÿâî, òîåñò |T ′| ≥ |X| ⇒ t ≥ α(t, T2)
Àêî i = 4⇒ α(t, T4) = 0 < t+ 1. Òîåñò åäèíñâåíàòà âúçìîæíîñò èñêàíîòî äà ñå ñëó÷è å ïðè i = 1.
Àêî i = 1 è t > 0 ⇒ X ≡ T2 èëè X ≡ T3, íî â òàêúâ ñëó÷àé |X| ≤ |T ′i |(çàìåñòâàìå t = 0 â ñëó÷àèòå
i = 2 è i = 3), òîåñò α(t, T ′1) ≤ t. Îñòàíà åäèíñâåíî ñëó÷àÿ, ïðè êîéòî i = 1 è t = 0 α(0, T1) = 1
Îñâåí òîâà äîêàçàõìå è íåùî ïî-ñèëíî: Çà âñè÷êè äðóãè i è t α(t, Ti) ≤ t

Ëåìà 4.6. α(t, T2) = t åäèíñòâåíî, êîãàòî T ′2 ≡ T4

Äîêàçàòåëñòâî. Ùå å äîñòàòú÷íî äà äîêàæåì, ÷å t = |T2|
Îçíà÷àâàìå ñ A1, ..., Aw ãðóïèòå îò êâàäðàò÷åòà â T2, à ñ a1, a2, ..., aw áðîÿ íà ïðîâåðåíèòå êâàäðàò÷åòà
âúâ âñÿêà îò òÿõ. α(ai, Ai) = ai, àêî ai = |Ai| è α(ai, Ai) ≤ ai − 1, àêî ai 6= |Ai|
α(t, T2) = α(a1, A1) + α(a2, A2) + ... + α(aw, Aw) ≤ a1 + a2 + ... + aw = t, êàòî ðàâåíñâî ñå äîñòèãà ïðè
ai = |Ai|, çà âñÿêî i, òîåñò t = |A1|+ |A2|+ ...+ |Aw| = |T2|

7



Íåêà ïîçèöèèòå íà äâåòå ñòðàòè ñà P è Q, à ïðîâåðåíèòå êâàäðàò÷åòà â òÿõ ñà p è q íà áðîé. Ùå
èçñëåäâàìå ñëó÷àèòå, â êîèòî èìàìå α ðàâíî íà m+ 1.

Îò Ëåìà 4.5. ñëåäâà, ÷å àêî òîâà ñå ñëó÷è, ñúñ ñèãóðíîñò åäíàòà îò äâåòå ñòðàòè ùå å â ïîçèöèÿ
T1 è áðîÿò íà ïðîâåðåíèòå êâàäðàò÷åòà â íåÿ ùå å 0. Íåêà òàçè ñòðàòà å P , òîåñò p = 0 ⇒ q = m ⇒
α(m,Q) = m.
Q 6≡ T1, T3, çàùîòî â ïðîòèâåí ñëó÷àé è äâåòå ñòðàòè ùå èìàò êâàäðàò÷åòà íà íå÷åòíà ïîçèöèÿ. Ñúùî
òàêà Q 6≡ T4, çàùîòî α(m,T4) = 0 < m. Òîåñò Q ≡ T2, íî α(m,Q) = m è îò Ëåìà 4.6. ⇒ T ′2 ≡ T4.
Òîåñò α ðàâíî íà m+ 1 ìîæå äà ñå ñëó÷è åäíîêðàòíî è òî ñàìî, àêî P ≡ T1, Q ≡ T2 è m = |T2|.

Ëåìà 4.7. Àêî α(m,P ′ ∪Q′) = m+ 1, òî α(m,P ∪Q) ≤ m− 1

Äîêàçàòåëñòâî. Íåêà P ′ ≡ T1, à Q
′ ≡ T2.

P ′ ≡ T1 ⇒ α(p, P ) ≤ −1 |Q′| = m⇒ Q 6≡ T1 ⇒ α(q,Q) ≤ q ≤ m
α(m,P ∪Q) = α(p, P ) + α(q,Q) ≤ m− 1

Ëåìà 4.8. Àêî α(m,P ∪Q) = m+ 1, òî α(m,P ′ ∪Q′) ≤ m− 1

Äîêàçàòåëñòâî. Íåêà P ≡ T1, à Q ≡ T2.
P ′ ≡ T2 è |P ′| > m⇒ P ′ 6≡ T4 è îò Ëåìà 4.6. ⇒ α(p′, P ′) ≤ p′ − 1 ≤ m− 1
Îñâåí òîâà Q′ ≡ T4 ⇒ α(q′, Q′) = 0 α(m,P ∪Q) = α(p, P ) + α(q,Q) ≤ m− 1

Ùå èçñëåäâàìå ñëó÷àèòå, â êîèòî èìàìå 2 ïîñëåäîâàòåëíè α ðàâíè íà m.

1 ñë. Àêî íÿêîÿ îò äâåòå ñòðàòè å â ïîçèöèÿ T1.
Íåêà P ≡ T1 ⇒ P ′ ≡ T2 è |P ′| > m⇒ P ′′ 6≡ T4 îò Ëåìà 4.6. ⇒ α(p′, P ′) ≤ p′ − 1 ⇒ α(q′, Q′) ≥ q′ + 1⇒
⇒ Q′ ≡ T1 ⇒ α(q,Q) ≤ −1 ⇒ α(p, P ) ≥ m+ 1⇒ p ≥ m+ 1, íî òîâà å íåâúçìîæíî.

2 ñë. P ≡ T2 è Q ≡ T2
α(m,P ∪Q) = α(p, P ) + α(q,Q) ≤ p+ q = m⇒ α(p, P ) = p è α(q,Q) = q è îò Ëåìà 4.6. ⇒
⇒ P ′ ≡ T4 è Q

′ ≡ T4, íî â òàêúâ ñëó÷àé α(m,P ′ ∪Q′) = 0 < m

3 ñë. P ≡ T2, à Q ≡ T4
α(q,Q) = 0⇒ α(p, P ) = m ≥ p è îò Ëåìà 4.6. ⇒ P ′ ≡ T4 ⇒ α(m,P ′ ∪Q′) = 0 < m

4 ñë. P ≡ T2 è Q ≡ T3
α(m,P ∪Q) = α(p, P ) + α(q,Q) ≤ p+ q = m⇒ α(p, P ) = p è îò Ëåìà 4.6. ⇒ P ′ ≡ T4 ⇒ α(p′, P ′) = 0⇒
⇒ α(q′, Q′) = m, îñâåí òîâà Q′ ≡ T2 èëè Q

′ ≡ T4. Àêî Q′ ≡ T4 ⇒ α(q′, Q′) = 0 < m. Àêî Q′ ≡
T2 è α(q′, Q′) = m îò Ëåìà 4.6. ⇒ Q′′ ≡ T4

5 ñë. P ≡ T3 è Q ≡ T4
P ′ ≡ T2 èëè P

′ ≡ T4. Àêî P
′ ≡ T4 ⇒ α(m,P ′ ∪Q′) = 0 < m. Àêî P ′ ≡ T2 ⇒ α(m,P ′ ∪Q′) ≤ p′ ≤ m. Ïðè

äîñòèãàíå íà ðàâåíñâîòî îò Ëåìà 4.6. ⇒ P ′′ ≡ T4

Ñàìî â 4 ñë. è 5 ñë. ìîãàò äà ñå ñëó÷àò 2 ïîñëåäîâàòåëíè α ðàâíè íà m, êàòî ïðè òîâà òå ìîãàò äà
ñå ñëó÷àò åäíîêðàòíî è äâåòå íå ìîãàò äà ñå ñëó÷àò åäíîâðåìåííî.

Ñúåäèíÿâàéêè: ðàçñúæäåíèÿòà çà α ðàâíî íà m + 1, Ëåìà 4.7., Ëåìà 4.8. è ðàñúæäåíèÿòà çà 2
ïîñëåäâàòåëíè α ðàâíè íà m, ïîëó÷àâàìå, ÷å êàòî çàïèøåì ðåäà íà α-èòå â èãðàòà, áðîÿò íà ÷èñëàòà
m è m + 1 âçåòè çàåäíî ùå å ñ íàé-ìíîãî 2 ïî-ãîëÿì îò áðîÿ íà îñòàíàëèòå ÷èñëà. Îñâåí òîâà çíàåì,
÷å m + 1 ìîæå äà ñå ñðåùíå íàé-ìíîãî âåäíúæ â ðåäà. Íåêà áðîÿò íà ÷èñëàòà m è m + 1 å x, à íà
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îñòàíàëèòå ÷èñëà å y.

Çíàåì, ÷å x ≤ y + 2 ⇐⇒ 2mx+ (2m− 2)y − 2 ≤ (2m− 1)x+ (2m− 1)y
2n− 4 ≤ 2(m+ 1 +m(x− 1) + (m− 1)y)− 4 = 2(1 +mx+ (m− 1)y)− 4 = 2mx+ (2m− 2)y − 2 ≤
≤ (2m− 1)x+ (2m− 1)y = (2m− 1)(x+ y), òîåñò 2n−4

2m−1 ≤ x+ y ≤ f(n,m), ñ êîåòî ñòèãàìå äî èñêàíîòî:

2n− 4
2m− 1 ≤ f(n,m)

4.2 Ãîðíà ãðàíèöà

Â òàçè ÷àñò ùå äîêàæåì, ÷å f(n,m) < 2n−4
2m−1 + 1, ñ íÿêîè èçêëþ÷åíèÿ. Çà äà íàïðàâèì òîâà, ùå

ïîêàæåì ðåàëèçàöèÿ çà m = 4 â ðàçëè÷íèòå ñëó÷àè çà n (4 íå èãðà ðîëÿ â ðàçñúæñåíèÿòà).

4.2.1 Àêî n å ÷åòíî

1 ñë.

P1 ∪Q1

P2 ∪Q2

...........

P2r+1 ∪Q2r+1

P2r+2 ∪Q2r+2

P2r+3 ∪Q2r+3

P2r+4 ∪Q2r+4

...........

P4r+3 ∪Q4r+3

P4r+4 ∪Q4r+4

(m,m− 1,m, ...,m,m− 1,m,m,m,m− 1,m, , ...,m,m− 1,m,m)
n = (x+ 4)m+ x(m− 1)⇒ x = n−4m

2m−1
f(n,m) ≤ 2x+ 4 = 2n−8+4(2m−1)

2m−1 = 2n−4
2m−1

n ≡ 4m ≡ 2 (mod 2m− 1)

2.1 ñë.
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P1 ∪Q1

P2 ∪Q2

...........

P2k+1 ∪Q2k+1

P2k+2 ∪Q2k+2

P2k+3 ∪Q2k+3

...........

P2l ∪Q2l

P2l+1 ∪Q2l+1

α(m,P2l+1 ∪Q2l+1) = r1 r ≥ 1
(m,m− 1,m, ...,m,m− 1,m,m,m− 1,m,m− 1, ...,m,m− 1,m, r)
n = (x+ 2)m+ x(m− 1) + r ⇒ x = n−2m−r

2m−1
f(n,m) ≤ 2x+ 3 = 2n−4m−2r+3(2m−1)

2m−1 = 2n+2m−3−2r
2m−1 ≤ 2n+2m−3−2

2m−1 = 2n−4
2m−1 + 1

Àêî r = 1 ⇒ n = (2m − 1)l + 2m + 1 ≡ 2(mod 2m − 1), êîåòî å íåâúçìîæíî, çàùîòî ñúâïàäà ñ 1 ñë.
Òîåñò ãîðíîòî íåðàâåíñòâî å ñòðîãî.
f(n,m) < 2n−4

2m−1 + 1

2.2 ñë.

P1 ∪Q1

P2 ∪Q2

...........

P2k+1 ∪Q2k+1

P2k+2 ∪Q2k+2

P2k+3 ∪Q2k+3

...........
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P2l+1 ∪Q2l+1

P2l+2 ∪Q2l+2

α(m,P2l+2 ∪Q2l+2) = r r ≥ 2
(m,m− 1,m, ...,m,m− 1,m,m,m− 1,m,m− 1, ...,m,m− 1, r)
n = (x+ 1)m+ x(m− 1) + r ⇒ x = n−m−r

2m−1
f(n,m) ≤ 2x+ 2 = 2n−2m−2r+2(2m−1)

2m−1 = 2n+2m−2−2r
2m−1 ≤ 2n+2m−6

2m−1 = 2n−4
2m−1 + 2m−2

2m−1 <
2n−4
2m−1 + 1

3 ñë.

P1 ∪Q1

P2 ∪Q2

...........

P2k ∪Q2k

P2k+1 ∪Q2k+1

P2k+2 ∪Q2k+2

P2k+3 ∪Q2k+3

...........

P4k+1 ∪Q4k+1

P4k+2 ∪Q4k+2

(m,m− 1,m, ...,m,m− 1,m,m,m− 1,m,m− 1, ...,m,m− 1,m)
n = (x+ 2)m+ x(m− 1)⇒ x = n−2m

2m−1
f(n,m) ≤ 2x+ 2 = 2n−4m+2(2m−1)

2m−1 = 2n−2
2m−1 = 2n−4

2m−1 + 2
2m−1 <

2n−4
2m−1 + 1

4.1 ñë.

P1 ∪Q1

P2 ∪Q2

...........
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P2k ∪Q2k

P2k+1 ∪Q2k+1

P2k+2 ∪Q2k+2

...........

P2l ∪Q2l

P2l+1 ∪Q2l+1

α(m,P2l+1 ∪Q2l+1) = r r ≥ 2
(m,m− 1,m,m− 1, ...,m,m− 1, r)
n = xm+ x(m− 1) + r ⇒ x = n−r

2m−1
f(n,m) ≤ 2x+ 1 = 2n−2r+2m−1

2m−1 ≤ 2n+2m−5
2m−1 = 2n−4

2m−1 + 1
Àêî r = 2 ⇒ n = (2m − 1)x + 2 ≡ 2(mod 2m − 1), êîåòî å íåâúçìîæíî, çàùîòî ñúâïàäà ñ 1 ñë.. Òîåñò
ãîðíîòî íåðàâåíñòâî å ñòðîãî.
f(n,m) < 2n−4

2m−1 + 1

4.2 ñë.

P1 ∪Q1

P2 ∪Q2

...........

P2k ∪Q2k

P2k+1 ∪Q2k+1

P2k+2 ∪Q2k+2

...........

P2l+1 ∪Q2l+1

P2l+2 ∪Q2l+2
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α(m,P2l+2 ∪Q2l+2) = r r ≥ 1
(m,m− 1,m,m− 1, ...,m,m− 1,m, r)
n = (x+ 1)m+ x(m− 1) + r

f(n,m) ≤ 2x+ 2 = 2n−2m−2r+2(2m−1)
2m−1 = 2n+2m−2r−2

2m−1 ≤ 2n+2m−4
2m−1 = 2n−4

2m−1 + 2m
2m−1

Àêî r ≥ 2⇒ f(n,m) ≤ 2n−4
2m−1 + 2m−2

2m−1 <
2n−4
2m−1 + 1

Àêî r = 1⇒ n = (2m− 1)x+m+ 1 ≡ m+ 1(mod 2m− 1)

f(n,m) < 2n−4
2m−1 + 1, îñâåí ïðè n ≡ m+ 1(mod 2m− 1)

Íî f(n,m) ≥ 2n−4
2m−1 ⇒ f(n,m) =

⌈
2n−4
2m−1

⌉
çà n-÷åòíî è n 6≡ m+ 1(mod 2m− 1)

4.2.2 Àêî n å íå÷åòíî

1 ñë.

P1 ∪Q1

P2 ∪Q2

...........

P2k ∪Q2k

P2k+1 ∪Q2k+1

P2k+2 ∪Q2k+2

...........

P4k+1 ∪Q4k+1

P4k+2 ∪Q4k+2

(m,m− 1,m,m− 1, ...,m,m− 1,m+ 1,m− 1,m, ...,m,m− 1,m,m)
n = m+ 1 + (x+ 1)m+ x(m− 1)⇒ x = n−2m−1

2m−1
f(n,m) ≤ 2x+ 2 = 2n−4m−2+2(2m−1)

2m−1 = 2n−4
2m−1

n ≡ (2m− 1)x+ 2m+ 1 ≡ 2(mod 2m− 1)

2.1 ñë.

P1 ∪Q1

P2 ∪Q2
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...........

P2k ∪Q2k

P2k+1 ∪Q2k+1

P2k+2 ∪Q2k+2

...........

P2l ∪Q2l

P2l+1 ∪Q2l+1

α(m,P2l+1 ∪Q2l+1) = r r ≥ 2
(m,m− 1,m,m− 1, ...,m,m− 1, r)
n = xm+ x(m− 1) + r ⇒ x = n−r

2m−1
f(n,m) ≤ 2x+ 1 = 2n−2r

2m−1 + 1 ≤ 2n−4
2m−1 + 1

Àêî r = 2 ⇒ n = (2m − 1)x + 2 ≡ 2(mod 2m − 1), êîåòî å íåâúçìîæíî, çàùîòî ñúâïàäà ñ 1 ñë. Òîåñò
ãîðíîòî íåðàâåíñòâî å ñòðîãî.
f(n,m) < 2n−4

2m−1 + 1

2.2 ñë.

P1 ∪Q1

P2 ∪Q2

...........

P2k ∪Q2k

P2k+1 ∪Q2k+1

P2k+2 ∪Q2k+2

...........

P2l+1 ∪Q2l+1

P2l+2 ∪Q2l+2
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α(m,P2l+2 ∪Q2l+2) = r1 r ≥ 1
(m,m− 1,m,m− 1, ...,m,m− 1,m, r)
n = (x+ 1)m+ x(m− 1) + r ⇒ x = n−m−r

2m−1
f(n,m) ≤ 2x+ 2 = 2n−2m−2r+2m−1

2m−1 + 1 ≤ 2n−2−1
2m−1 + 1 = 2n−4

2m−1 + 1 + 1
2m−1

Àêî r ≥ 2⇒ f(n,m) ≤ 2n−4
2m−1 + 2m−2

2m−1 <
2n−4
2m−1 + 1

Àêî r = 1⇒ n = (2m− 1)x+m+ 1 ≡ m+ 1 (mod 2m− 1)

3 ñë.

P1 ∪Q1

P2 ∪Q2

...........

P2k+1 ∪Q2k+1

P2k+2 ∪Q2k+2

P2k+3 ∪Q2k+3

...........

P4k+3 ∪Q4k+3

P4k+4 ∪Q4k+4

(m,m− 1,m,m− 1, ...,m,m− 1,m,m)
n = (x+ 2)m+ x(m− 1)⇒ x = n−2m

2m−1
f(n,m) ≤ 2x+ 2 = 2n−4m+4m−2

2m−1 = 2n−4
2m−1 + 2

2m−1 <
2n−4
2m−1 + 1

4.1 ñë.

P1 ∪Q1

P2 ∪Q2

...........

P2k+1 ∪Q2k+1

P2k+2 ∪Q2k+2

...........
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P2l ∪Q2l

P2l+1 ∪Q2l+1

α(m,P2l+1 ∪Q2l+1) = r r ≥ 2
(m,m− 1,m,m− 1, ...,m,m− 1, r)
n = xm+ x(m− 1) + r ⇒ x = n−r

2m−1
f(n,m) ≤ 2x+ 1 = 2n−2r

2m−1 + 1 ≤ 2n−4
2m−1 + 1

Àêî r = 2 ⇒ n = (2m − 1)x + 2 ≡ 2(mod 2m − 1), êîåòî å íåâúçìîæíî, çàùîòî ñúâïàäà ñ 1 ñë.. Òîåñò
ãîðíîòî íåðàâåíñòâî å ñòðîãî.
f(n,m) < 2n−4

2m−1 + 1

4.2 ñë.

P1 ∪Q1

P2 ∪Q2

...........

P2k+1 ∪Q2k+1

P2k+2 ∪Q2k+2

...........

P2l+1 ∪Q2l+1

P2l+2 ∪Q2l+2

α(m,P2l+2 ∪Q2l+2) = r r ≥ 1
(m,m− 1,m,m− 1, ...,m,m− 1,m, r)
n = (x+ 1)m+ x(m− 1) + r ⇒ x = n−m−r

2m−1
f(n,m) ≤ 2x+ 2 = 2n−2m−2r+2m−1

2m−1 + 1 ≤ 2n−2−1
2m−1 + 1 = 2n−4

2m−1 + 1 + 1
2m−1

Àêî r ≥ 2⇒ f(n,m) ≤ 2n−4
2m−1 + 2m−2

2m−1 <
2n−4
2m−1 + 1

Àêî r = 1⇒ n = (2m− 1)x+m+ 1 ≡ m+ 1(mod 2m− 1)

f(n,m) < 2n−4
2m−1 + 1, îñâåí ïðè n ≡ m+ 1 (mod 2m− 1)

Íî f(n,m) ≥ 2n−4
2m−1 ⇒ f(n,m) =

⌈
2n−4
2m−1

⌉
çà n-íå÷åòíî è n 6≡ m+ 1(mod 2m− 1)

Êîìáèíèðàéêè òâúðäåíèÿòà ïðè n-÷åòíî è íå÷åòíî ïîëó÷àâàìå, ÷å:

f(n,m) =


⌈

2n−4
2m−1

⌉
ïðè n 6≡ m+ 1 (mod 2m− 1)

2n−3
2m−1 èëè 2n−3

2m−1 + 1 ïðè n ≡ m+ 1 (mod 2m− 1)
(2)
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5 Ñòîéíîñòè íà f(n, m) çà n ≤ 4m è m > 1
Àêî 1 ≤ n ≤ m, î÷åâèäíî f(n,m) = 1

Àêî m+ 1 ≤ n ≤ 2m+ 1⇒ f(n,m) = 2
f(n,m) ≥ 2, çàùîòî ñúñ ñèãóðíîñò ùå îñòàíå ïîíå 1 êâàäðàò÷å, â êîåòî ìîæå äà áúäå ïðèíöåñàòà â
êðàÿ íà ïúðâèÿ äåí. Îò Òåîðåìà 3.1., ùå å äîñòàòú÷íî äà äîêàæåì f(2m + 1,m) = 2. Íåêà ïîçèöèèòå
íà äâåòå ñòðàòè ñà P ≡ T1 è Q ≡ T2, êàòî |P | = m+ 1 è |Q| = m.
α(m,P ∪Q) ≥ α(0, P ) + α(m,Q) = m+ 1⇒ |P ′ ∪Q′| ≤ m⇒ P ′′ ≡ Q′′ ≡ T4, òîåñò f(2m+ 1,m) ≤ 2

Àêî 2m+ 2 ≤ n ≤ 3m− 1⇒ f(n,m) = 3
Îò Òåîðåìà 3.1., çà äà èçðàçèì äîëíà ãðàíèöà ùå å äîñòàòú÷íî äà ïðîâåðèì ñëó÷àÿ çà n = 2m+ 2.
Îò Ëåìà 4.1. ⇒ α(m,P ∪Q) ≤ m è α(m,P ′ ∪Q′) ≤ m⇒ |P ′′ ∪Q′′| ≥ 2⇒ f(n,m) ≥ 3
Îò Òåîðåìà 3.1., çà äà èçðàçèì ãîðíà ãðàíèöà ùå å äîñòàòú÷íî äà ïðîâåðèì ñëó÷àÿ çà n = 3m− 1

1 ñë. Àêî 3m− 1 e ÷åòíî⇒ m = 2q + 1⇒ n = 6q + 2. Íåêà äâåòå ñòðàòè ñà â ïîçèöèè P ≡ Q ≡ T1.
Íåêà p = 0, q = 2q + 1; p′ = q + 1, q′ = q; p′′ = 2q + 1, q′′ = 0.
Â òîçè ñëó÷àé P ′ ≡ T1, à Q

′ ≡ T2 è |Q′| = q ⇒ P ′′ ≡ T2 è |P ′′| = 2q, à Q′′ ≡ T3 ⇒ P ′′′ ≡ Q′′′′ ≡ T3

2 ñë. Àêî 3m−1 e íå÷åòíî⇒ m = 2q ⇒ n = 6q−1. Íåêà äâåòå ñòðàòè ñà â ïîçèöèè P ≡ T1, à Q ≡ T2
è |Q| = 3q − 1. Íåêà p = 0, q = 2q; p′ = q, q′ = q; p′′ = 2q, q′′ = 0.
Â òîçè ñëó÷àé P ′ ≡ T2 è |P ′| = 3q − 1, à Q′ ≡ T3 è |Q′| = q ⇒ P ′′ ≡ T3 è |P ′′| = 2q, à Q′′ ≡ T4 ⇒
⇒ P ′′′ ≡ Q′′′ ≡ T4

Àêî n = 3m ùå äîêàæåì, ÷å:

f(n,m) =
{

3, àêî m å ÷åòíî

4, àêî m å íå÷åòíî
(3)

Çà m = 2k (÷åòíî) ùå å äîñòàòú÷íî äà ïîêàæåì ðåàëèçàöèÿ. Íåêà ïîçèöèèòå íà ñòðàòèòå ñà
P ≡ Q ≡ T1. Íåêà p = 0, q = 2k; p′ = k, q′ = k; p′′ = 2k, q′′ = 0.
Â òîçè ñëó÷àé P ′ ≡ T1, à Q

′ ≡ T2 è |Q′| = m⇒ P ′′ ≡ T2 è |P ′′| = 2q, à Q′′ ≡ T3 ⇒ P ′′′ ≡ Q′′′ ≡ T4

Çà m = 2k + 1 (íå÷åòíî) ùå òðÿáâà äà ïîêàæåì ðåàëèçà÷èÿ è äà äîêàæåì, ÷å f(n,m) = 3 å íåâúç-
ìîæíî.

Ïúðâî ùå ïîêàæåì ðåàëèçàöèÿòà, íåêà ïîçèöèèòå íà ñòðàòèòå ñà P ≡ T1 è Q ≡ T2, êàòî |Q| = 3k+1.
Íåêà p = 0, q = 2k + 1; p′ = k, q′ = k + 1; p′′ = 2k + 1, q′′ = 0; p′′′ = 1, q′′′ = 0.
Â òîçè ñëó÷àé P ′ ≡ T2 è |P ′| = 3k + 1, à Q′ ≡ T3 è |Q′| = k + 1 ⇒ P ′′ ≡ T3 è |P ′′| = 2k + 2, à
Q′′ ≡ T4 ⇒ P ′′′ ≡ T2 è |P ′′′| = 1, à Q′′′ ≡ T4 ⇒ P ′′′′ ≡ Q′′′′ ≡ T4

Äà äîïóñíåì, ÷å å âúçìîæíî f(n,m) = 3

1 ñë. Â ðåäà íà α-èòå ïðèñúñòâà ÷èñëîòî m+1. Îò ðàñúæäåíèÿòà çà α ðàâíî íà m+1 â 4.1.2 ñëåäâà,
÷å àêî òîâà ñå ñëó÷è òî Pi ≡ T1, à Qi ≡ T2, êàòî ïðè òîâà |Qi| = 2k+1. Çà äà ñå ñòèãíå äî òàçè ñèòóàöèÿ
íè òðÿáâà ïîíå åäèí õîä. Ñúùî òàêà çíàåì, ÷å Pi+1 ≡ T2, êàòî |Pi+1| = 3k + 1, Qi+1 ≡ T4. Îò òàçè
ïîçèöèÿ íè òðÿáâàò ïîíå 2 õîäà, çà äà ñòèãíåì äî Pk ≡ Qk ≡ T4, çàùîòî íå ìîæåì äà åëèìèíèðàìå
3k+1 êâàäðàò÷åòà íà åäèí õîä. Òîåñò îáùî ùå íè òðÿáâàò ïîíå 4 õîäà, ñ êîåòî ñòèãàìå äî ïðîòèâîðå÷èå.

2 ñë. Â ðåäà íà α-èòå íå ïðèñúñòâà ÷èñëîòî m+ 1, òîåñò ðåäà òðÿáâà äà èçãëåæäà òàêà: (m,m,m)
Íåêà ïîçèöèèòå íà ñòðàòèòå ñà P ≡ T1 è Q ≡ T2.
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α(m,P ∪Q) = α(p, P ) + α(q,Q) ≤ p + 1 + q − 1 = m, êàòî ðàâåíñâî ñå äîñòèãà åäèíñòâåíî ïðè p = 0 è
q = m⇒ P ′ ≡ T2, êàòî |P ′| = 3m+1, à Q′ ≡ T3 ⇒ α(m,P ′∪Q′) = α(p′, P ′)+α(q′, Q′) ≤ p′−1+q′ = m−1,
ñ êîåòî ñòèãàìå äî ïðîòèâîðå÷èå.

Àêî 3m+ 1 ≤ n ≤ 4m⇒ f(n,m) = 4
Îò Òåîðåìà 3.1., ùå å äîñòàòú÷íî äà äîêàæåì, ÷å f(3m+1,m) > 3 è äà ïîêàæåì ðåàëèçàöèÿ çà f(4m,m).
Ïúðâî ùå äîêàæåì, ÷å f(3m+ 1,m) 6= 3. Äîïóñêàìå ïðîòèâíîòî:

1 ñë. Àêî m å íå÷åòíî ⇒ n å ÷åòíî
Ïðèëàãàéêè Ëåìà 4.1. òðè ïúòè ïîñëåäîâàòåëíî ñòèãàìå äî èçâîäà, ÷å |P ′′′ ∪ Q′′′| ≥ 1, òîåñò ùå íè
òðÿáâà ïîíå 4 äåíà, ñ êîåòî ñòèãàìå äî ïðîòèâîðå÷èå.

2 ñë. Àêî m = 2k (÷åòíî) ⇒ n å íå÷åòíî
Çà äà ñå ñëó÷è f(3m + 1,m) = 3, çàïèñâàéêè ðåäà íà α-èòå, ñðåä òÿõ òðÿáâà äà èìà äâà ïúòè m è
âåäíúæ m+ 1. Íåêà ïîçèöèèòå íà äâåòå ñòðàòè ñà P ≡ T1 è Q ≡ T2, êàòî |Q| = 3k
α(m,P ∪Q) = α(p, P ) +α(q,Q) ≤ p+ 1 + q− 1 = m, êàòî ðàâåíñòâî ñå äîñòèãà p = 0 è q = m⇒ P ′ ≡ T2,
êàòî |P ′| = 3m+ 1, à Q′ ≡ T3 ⇒ α(m,P ′∪Q′) = α(p′, P ′) +α(q′, Q′) ≤ p′−1 + q′ = m−1, ñ êîåòî ñòèãàìå
äî ïðîòèâîðå÷èå.

Ñåãà ùå ïîêàæåì, ðåàëèçàöèÿ çà n = 4m.
Íåêà p = 0, q = m; p′ = 0, q′ = m; p′′ = m, q′′ = 0; p′′′ = m, q′′′ = 0.
Â òîçè ñëó÷àé P ′ ≡ T1, à Q

′ ≡ T2 è |Q′| = m ⇒ P ′′ ≡ T1, à Q
′′ ≡ T3 ⇒ P ′′′ ≡ T2 è |P ′′′| = m′ ⇒ P ′′′′ ≡

Q′′′′ ≡ T3.

f(n,m) =


1, ïðè 1 ≤ n ≤ m
2, ïðè m+ 1 ≤ n ≤ 2m+ 1
3, ïðè 2m+ 2 ≤ n ≤ 3m− 1
4, ïðè 3m+ 1 ≤ n ≤ 4m

è f(3m,m) =
{

3, àêî m å ÷åòíî

4, àêî m å íå÷åòíî
(4)

6 Ñòîéíîñòè íà f(n, 1)

Â òàçè ñåêöèÿ ùå äîêàæåì, ÷å f(n, 1) =


1, àêî n = 1
2, àêî n = 2
2n− 4, àêî n ≥ 3

Ïðè n = 1 è n = 2 äîêàçàòåëñòâàòî å î÷åâèäíî, çàòîâà ùå ñå íàñî÷èì êúì ñëó÷àÿ n ≥ 3

Äîëíàòà ãðàíèöà, êîÿòî ïîëó÷èõìå â ñåêöèÿ 4.1 âàæè è òóê, çàùîòî íèêúäå íå ñìå èçïîëçâàëè,
÷å m > 1. Òîåñò íè å èçâåñíî, ÷å fn, 1 ≥ 2n−4

2m−1 = 2n − 4. Çà äà çàâúðøèì äîêàçàòåëñâîòî íè òðÿáâà
ðåàëèçàöèÿ ñ 2n− 4 õîäà.

6.1 Àêî n å ÷åòíî

Õîä 1

Õîä 2

Õîä 3
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..........

Õîä n− 3

Õîä n− 2

Õîä n− 1

Õîä n

Õîä n+ 1

..........

Õîä 2n− 5

Õîä 2n− 4

6.2 Àêî n å íå÷åòíî

Õîä 1

Õîä 2

Õîä 3

..........

Õîä n− 3

Õîä n− 2

Õîä n− 1

Õîä n

..........

Õîä 2n− 5

Õîä 2n− 4

Êîìáèíèðàéêè ðàñúæäåíèÿòà â ñåêöèÿ 4.1 ñ òåçè ðåàëèçàöèè, ïîëó÷àâàìå, ÷å:

f(n,m) = 2n− 4 ïðè n ≥ 3
.
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7 Âðúçêà ìåæäó f(n, m) è f(n, 1)
Çàìåñòâàéêè 2n− 4 ñ f(n, 1) ïîëó÷àâàìå:

f(n, m) =

⌈
f(n,1)
2m−1

⌉
, ïðè n 6≡ m + 1 (mod 2m− 1)

f(n,1)+1
2m−1 èëè

f(n,1)+1
2m−1 + 1, ïðè n ≡ m + 1 (mod 2m− 1)

8 Çàêëþ÷åíèå è áúäåùî ðàçâèòèå

Â òîçè ïðîåêò íèå èçñëåäâàõìå ïî-çàäúëáî÷åíî ôóíêöèÿòà f . Äîñåãà áÿõà èçâåñíè ðåçóëòàòè ñàìî
çà f(n, 1), à íèå óñïÿõìå äà îòêðèåì ñòîéíîñòòà íà f(n,m).

Â áúäåùè ñòàòèè ïî òàçè òåìà, ùå ñå îïèòàìå äà èç÷èñòèì ñëó÷àÿ, n ≡ m+ 1 (mod 2m− 1). Ñúùî
òàêà áèõìå èñêàëè äà èçñëåäâàìå, êîãà ñúùåñòâóâà ñòðàòåãèÿ çà îòêðèâàíå íà ïðèíöåñàòà â ïî-ñëîæíè
ãðàôè è äà íàìåðèì ìèíèìàëíèÿ ãðàô äúðâî, ïðè êîéòî íå ñúùåñòâóâà ñòðàòåãèÿ çà íàìèðàíå íà
ïðèíöåñàòà çà m = 2. Èìà è âåðîÿòíîñò äà ðàçãëåäàìå íàñî÷åíè ãðàôè.
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